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Введение 
Математический анализ – это больший раздел выс-

шей математики. Открытие математического анализа яви-
лось важным шагом в развитии человеческого разума, так 
как позволило перейти от решения отдельных конкретных 
задач к развитию методов решения этих задач. В дальней-
шем математический анализ, развиваясь, нашел многочис-
ленные приложения в различных областях человеческого 
знания. 

Пособие содержит пять глав. В первой вводится по-
нятие действительных чисел и числовых функций. Дейст-
вительные числа вводятся как бесконечные десятичные 
дроби и аксиоматически. Вводится понятие функции и 
различные способы задания. Понятие сложной и обратной 
функций, свойства функций и преобразования графиков. 
Во второй главе вводится понятие последовательности и 
предела последовательности. В третьей главе вводится по-
нятие предела функции в точке и на бесконечности. Тео-
рия предела изучается на более общей основе, с необходи-
мой глубиной и строгостью изложения, что позволяет рас-
смотреть приложение теории пределов к вычислению 
асимптот. В четвертой главе вводится понятие непрерыв-
ности функции в точке и на множестве, рассматриваются 
точки разрыва и вводится понятие равномерной непрерыв-
ности. В пятой главе центральное место занимает понятие 
производной и дифференцируемой функции и их прило-
жений. 

Данное пособие является продолжением «Изучение 
основных понятий начал анализа на основе визуализации» 
и направлено на формирование у студентов умений прово-
дить доказательства. В конце каждого параграфа приведе-
ны задания на доказательства. Таким образом, изучение 
математического анализа происходит «по спирали».  
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Глава 1. Действительные числа. Функции 
1.1. Действительные числа 

Понятие числа является первичным и основным не-
определяемым в математике. Это понятие прошло длин-
ный путь исторического развития.  

Множество натуральных чисел появилось в связи 
со счетом предметов. 

  ,,,3,2,1 nN   
Допустимые действия с натуральными числами: 
 Операции сложения и умножения: cba   и 
cba  . 

Операции сложения и умножения обладают свойст-
вами: 

Сочетательный закон: 
   cbacba  и    cbacba  . 

Переместительный закон: abba   и abba  . 
Распределительный или дистрибутивный закон: 

  cabacba  . 
 Операции сравнения 
Если ba  , то nba  . 
Однако на множестве натуральных чисел уравнение 

bxa   не всегда разрешимо, например, 36  х .  
Возникает необходимость расширить множество на-

туральных чисел, ввести понятие противоположных чисел 
и определить множество целых чисел. 

Числа n и –n называются противоположными друг 
другу. 

Натуральные числа, числа, им противоположные, и 
число нуль образуют множество целых чисел.  

  ,,,3,2,1,0,1,2,3,,, nnZ   
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Для целых чисел справедливо равенство: 
  0 aa . 

Над целыми числами можно производить все те же 
операции, что и с натуральными числами.  

Таким образом, на множестве целых чисел возможны 
следующие операции: сложение, вычитание, умножение. 
Однако на множестве целых чисел уравнение bxa   не 
всегда разрешимо, например, 14  х . 

Возникает необходимость расширить множество це-
лых чисел, ввести понятие дроби и определить множество 
рациональных чисел. 

Рациональные числа – это числа, которые можно 

представить в виде дроби 
n
m , где m целое, а n натуральное. 







  NnZm

n
mQ ,,  

Операции над рациональными числами: 

Сложение и вычитание: 
ns

rnms
s
r

n
m 

 .  

Умножение и деление: 
sn
rm

s
r

n
m





 

и 
rn
sm

s
r

n
m




:  

0r . 

Отношение порядка на множестве Q: 
s
r

n
m


 
если 

s
r

n
m


 
отрицательно. 



6 

 

Модулем рационального числа r называется r  такое, 

что 













0,

0,0
0,

rr
r
rr

r  

Рассмотрим геометрическое изображение рациональ-
ных чисел.  

Назовем числовой осью прямую l, на которой выбра-
ны две точки: начало координат О и точка Е (рис. 1). Отре-
зок ОЕ примем за единицу измерения длин, а направление 
от О к Е будем считать положительным.  

 

 
Рис. 1 

 
Каждому рациональному числу r поставим в соответ-

ствие точку А числовой оси, такую, что: 
1) Длина отрезка ОА равна r . 
2) Если 0r , то точка А лежит справа от точки 

О, а если 0r , то слева от точки О. 
Число r называют координатой точки А и обозначают 

А(r).  
Возникает вопрос: Все ли точки прямой получили 

при этом координаты? То есть, если мы на прямой возьмем 
точку, то её координата будет рациональным числом? 
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Пусть ответ на эти вопросы будет положительным. 
Рассмотрим рациональное число r, соответствующее точке 
М, такое, что 22 r  (рис. 2). 

 
Рис. 2 

Число r является рациональным, следовательно, его 

можно представать в виде обыкновенной дроби 
n
m , кото-

рая является несократимой, причем NnZm  , . 

Так как 22 r , то и 2
2









n
m , 22

2


n
m , 22 2nm  . 

Из последнего равенства следует, что число 2m  на-
цело делится на 2, следовательно, и число m нацело делит-
ся на 2, и его можно представить в виде 12mm  . Подста-
вим получившееся равенство в подчеркнутое равенство: 
  22

1 22 nm  , 22
1 24 nm  , 22

12 nm  . 
Из последнего равенства следует, что число 2n  наце-

ло делится на 2, следовательно, и число n нацело делится 
на 2, и его можно представить в виде 12nn  . 

Таким образом, 
1

1

2
2

n
m

n
mr   – мы получили сокра-

тимую дробь, что противоречит тому, что изначально 
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дробь 
n
m  мы брали несократимой. Следовательно, число r 

не принадлежит множеству рациональных чисел. 
Мы видим, что множества рациональных чисел не-

достаточно, чтобы каждой точке числовой прямой поста-
вить в соответствие её координату. Множество рациональ-
ных чисел необходимо расширить, добавив новые числа, 
называемые не рациональными – иррациональными. 

Иррациональные числа – это числа, которые нельзя 

представить в виде дроби 
n
m , а множество иррациональ-

ных чисел обозначается I.  
Объединение множества рациональных чисел и мно-

жества иррациональных чисел называют множеством дей-
ствительных чисел и обозначают IQR  . 

Рассмотрим детальнее процесс измерения отрезков: 
Возьмем на числовой оси любую точку А, лежащую 

справа от точки О. Нанесем на ось точки с целочисленны-
ми координатами. Они разбивают ось на отрезки вида 
 1; nn , Zn .  

Если точка А имеет целочисленную координату N, то 
она принадлежит сразу двум отрезкам 
 NN ;1 и  1; NN .  

В противном случае она лежит на одном отрезке 
 1; NN . Разобьем отрезок  1; NN  на 10 равных частей. 
Точки деления имеют координаты N,1; N,2; …, N,9.  

Если А совпадает с одной из этих точек N,4, то она 
принадлежит двум отрезкам  4,;3, NN и  5,;4, NN .  

В противном случае найдется только один отрезок 

вида 



 

10
1,;, 11 nNnN . Например,  5,2;4,243,2  . 
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Продолжим описанный процесс до бесконечности. 
Возможны два случая: 

1) Ни на одном этапе точка А не окажется точ-
кой деления, тогда координату точки А можно представить 
в виде бесконечной десятичной дроби  knnnN 21,  

Точка 



  kkk nnnNnnnNА

10
1,;, 2121  (*) при 

всех натуральных k. 
2) Точка А является одной из точек деления. 

Тогда ее координатой является конечная десятичная дробь 
mnnnN 21, . Эту дробь можно записать в виде бесконеч-

ной десятичной дроби, приписав к ней бесконечную по-
следовательность нулей или девяток, уменьшив последний 
разряд на единицу: 

 000, 21 mnnnN    9991, 21 mnnnN  

Например,  3,0
3
1
 . Домножим на 3 и получим, что 

 9,01  
Точка А при mk  показывает на левый конец отрез-

ка (*). 
Например, число  6,0;5,052,0   

 52,0;51,052,0   и  53,0;52,052,0   
 520,0;519,052,0   и  521,0;520,052,0   
 5200,0;5199,052,0   и  5201,0;5200,052,0   

 951,0)0(52,052,0   
Возьмем точку В, лежащую слева от точки О. Точке 

В ставится в соответствие число  knnnN 21,  
Точке О ставится в соответствие число 000,0  
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Определение 1.1. Действительным числом называ-
ют: 

1) любую бесконечную десятичную дробь 
 knnnN 21, , не оканчивающуюся ни последователь-

ностью нулей, ни последовательностью девяток. 
2) любую пару бесконечных десятичных дробей 

вида:  000, 21 mnnnN и    9991, 21  mnnnN  
3) пару бесконечных десятичных дробей 
000,0  и 000,0  

Рациональные числа – десятичные бесконечные пе-
риодические дроби, а иррациональные – десятичные бес-
конечные непериодические дроби.  

Десятичные приближения по избытку  
и недостатку 

Пусть  knnnNx 21, координата точки А. 
 1;  NNх  





 

10
1,;, 11 nNnNх  





  22121 10

1,;, nnNnnNх  

… 
Числа ,,;,; 211 nnNnNN  называют десятичными 

приближениями числа х по недостатку. 

Числа ,
10

1,;
10
1,;1 2211  nnNnNN

 
называют де-

сятичными приближениями числа х по избытку. 
Например, 6,14993… 
Десятичные приближения по недостатку: 6; 6,1; 6,14; 

6,149; 6,1499; 6,14993;… 
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Десятичные приближения по избытку: 7; 6,2; 6,15; 
6,150; 6,1500; 6,14994;… 

 
 
 

Отношение порядка во множестве  
действительных чисел 

Действительное число х меньше действительного 
числа у, если точка числовой оси А(х) лежит слева от точки 
В(у) (рис. 3). 

 
Рис. 3 

Действительное число х меньше действительного 
числа у, если имеется такое число k, что k-тое десятичное 
приближение х по избытку меньше k-того десятичного 
приближения у по недостатку.  

kk yx  , Qxk  , Qyk   
Правило перевода десятичной бесконечной 

периодической дроби в обыкновенную 
Любая периодическая десятичная дробь может быть 

обращена в некоторую обыкновенную дробь по следую-
щему правилу. 

а) Если период начинается сразу после запятой (чис-
тая периодическая дробь), то надо сохранить целую часть 
числа, а дробную часть заменить дробью, в числителе ко-
торой стоит период, а знаменатель состоит из стольких де-
вяток, сколько цифр в периоде. 

б) Если после запятой перед периодом стоят некото-
рые цифры (смешанная периодическая дробь), то надо со-
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хранить целую часть, а дробную часть заменить дробью, в 
числителе которой стоит разность между числом, идущим 
после запятой до второго периода, и числом, идущим по-
сле запятой до первого периода; знаменатель состоит из 
стольких девяток, сколько цифр в периоде, и стольких ну-
лей, сколько цифр после запятой до первого периода. 

Задания 
1. Докажите, что ниже приведенные числа иррацио-

нальны: 
1) 7 ; 2) 3 5 ; 3) 5 3 ; 4) 5log3 ; 5) 3lg .  
2. Запишите в виде обыкновенной дроби:  
1) 0,(7); 2) 2,(17); 3) 1,2(4); 4) –3,37(2); 5) 0,4(23). 
3. Вычислите )7(4,1)6(5,1  . 
4. Пусть а – рациональное число, b – иррациональ-

ное. Докажите, что число а + b является иррациональным. 
5. Укажите два иррациональных числа, разность ко-

торых рациональна. 
6. Известно, что  – иррациональное число, r – ра-

циональное число, r0. Докажите, что 





r
r

r ;;;1
  – ир-

рациональные числа. 
 

1.2. Числовые множества 
Числовым множеством называется множество, эле-

ментами которого являются действительные числа. 
Множество всех действительных чисел х, удовлетво-

ряющих условию bxa  , называется отрезком и обо-
значается  ba; . 

   bxaRxxba  ,:;  
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Множество всех действительных чисел х, удовлетво-
ряющих условию bxa  , называется интервалом и обо-
значается  ba; . 

   bxaRxxba  ,:;  
Множество всех действительных чисел х, удовлетво-

ряющих условию bxa  , называется полуинтервалом, 
открытым справа, и обозначается  ba; . 

   bxaRxxba  ,:;  
Множество всех действительных чисел х, удовлетво-

ряющих условию xa  , называется закрытым лучом и 
обозначается  ;a . 

   axRxxa  ,:;  
Множество всех действительных чисел х, удовлетво-

ряющих условию xa  , называется открытым лучом и 
обозначается  ;a . 

   axRxxa  ,:;  
Интервал    аa ;  называют  - окрестностью 

точки а и обозначают  aU  , где а – центр окрестности,   
– радиус окрестности.      axxaU : . 

Если из  -окрестности  aU   удалить её центр – 
точку а, то получим проколотую  -окрестность 

     axxaU 0: . 
Определение 1.2. Числовое множество называется ог-

раниченным сверху, если существует число b, что для 
всех элементов множества Х выполняется неравенство 

bх  . Число b называют верхней границей множества Х. 
Х – ограниченно сверху  bxXxb   

Определение 1.3. Числовое множество называется ог-
раниченным снизу, если существует число b, что для всех 
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элементов множества Х выполняется неравенство bх  . 
Число b называют нижней границей множества Х. 

Х – ограниченно снизу  bxXxb   
Определение 1.4. Если множество Х ограниченно 

сверху и снизу, то множество Х ограниченно. 
Х – ограниченно  bxXxb  0  

Определение 1.5. Множество Х неограниченно свер-
ху, если для любого числа с найдется элемент х из множе-
ства Х, для которого выполняется неравенство сх  . 

Х – неограниченно сверху  cxXxc   
Определение 1.6. Множество Х неограниченно сни-

зу, если для любого числа с найдется элемент х из множе-
ства Х, для которого выполняется неравенство сх  . 

Х – неограниченно снизу  cxXxс   
Определение 1.7. Множество Х неограниченно если 

для любого положительного числа с найдется элемент х из 
множества Х, для которого выполняется неравенство 

сх  . 
Х – неограниченно  cxXxc  0  

Определение 1.8. Наименьшую из верхних границ на-
зывают точной верхней гранью и обозначают sup X (su-
premum) 

Определение 1.9. Наибольшую из нижних границ на-
зывают точной нижней гранью и обозначают inf X (infi-
mum) 

Теорема 1.1. Всякое непустое ограниченное сверху 
(снизу) числовое множество имеет верхнюю (нижнюю) 
грань.  

(без доказательства) 
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Теорема 1.2. Для того, чтобы число b было точной 
верхней гранью множества Х, необходимо и достаточно, 
чтобы: 

1) для всех элементов множества Х выполнялось не-
равенство bх  ; 

2) для любого положительного числа  найдется та-
кой элемент х из множества Х, что  bх . 

Доказательство. bX sup   

 


bxXx
bxXx

:0)2
)1 . 

(Необходимость). 
bX sup , b – верхняя граница, тогда bxXx  . 

Пункт 1 доказан. 
Доказательство пункта 2 проведем методом от про-

тивного. 
Пусть   bxXx :0 , тогда b  – верх-

няя граница и bb   , что противоречит тому, что b – 
наименьшая верхняя граница. Пункт 2 доказан 

  bxXx :0 . 
(Достаточность). 
Из пункта bxXx )1  следует, что b – верхняя 

граница. Докажем, что b – наименьшая верхняя граница 
методом от противного. Пусть существует верхняя граница 

bb  . Обозначим 0 bb . Подставим bb   в 
пункт   bxXx :0)2 . bbbx  , bx  . 
Тогда b  не может быть верхней границей, что противоре-
чит нашему предположению, следовательно, bX sup . 

Теорема 1.2*. Для того, чтобы число с было точной 
нижней гранью множества Х, необходимо и достаточно, 
чтобы: 
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1) для всех элементов множества Х выполнялось не-
равенство сх   

2) для любого положительного число   найдется та-
кой элемент х из множества Х, что  cх . 

(Доказательство аналогично) 
Определение 1.10. Число а называется наименьшим 

элементом множества Х, если а является элементом мно-
жества Х и для всех элементов множества Х выполняется 
неравенство ах   и обозначается aX min . 

aX min   axXxXa   
Определение 1.11. Число b называется наибольшим 

элементом множества Х, если b является элементом мно-
жества Х, и для всех элементов множества Х выполняется 
неравенство bх   и обозначается bX max . 

bX max   bxXxXb   
Разделяющее число двух числовых множеств 

Определение 1.12. Пусть Х и Y – два непустых число-
вых множества. Множество Y лежит справа от множества 
Х, если для всех элементов х из множества Х и всех эле-
ментов у из множества Y выполняется неравенство ух  . 

Определение 1.13. Число С  разделяет числовые 
множества Х и Y, если для всех элементов множества Х 
выполняется неравенство Сх  , а для всех элементов 
множества Y выполняется неравенство Сy  . 

Теорема 1.3 (о разделяющем числе). Если числовое 
множество Y лежит справа от числового множества Х, то 
существует хотя бы одно число С, разделяющее эти мно-
жества. 

Доказательство. Любой элемент Yy  является од-
ной из верхних границ множества Х, тогда множество Х 
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ограниченно сверху, значит, существует Xsup . Обозна-
чим СX sup . Тогда СxXx  . 

Каждый Yy  является верхней границей для Х, а С 
– наименьшая из всех верхних границ, следовательно, 

СyYy  . 
СxXx   и СyYy  , значит, С – разделяю-

щее число множеств Х и Y.  
Теорема 1.4 (необходимое и достаточное условие 

единственности разделяющего числа). Пусть числовое 
множество Y лежит справа от числового множества Х. Для 
того, чтобы множества Х и Y разделялись одним и только 
одним числом, необходимо и достаточно, чтобы выполня-
лось условие:  

    xyYyXxyx :;0 . 
Доказательство. (Достаточность).  
Дано:     xyYyXxyx :;0 . Метод 

от противного. Пусть множества X и Y разделяются двумя 
числами С1 и С2, 21 CС  . Тогда 2СyYy   и 

1СxXx  . 






12

1

2

CCxy

Сx
Сy

 

Доказали, что  xyYyXx , что проти-
воречит условию 

    xyYyXxyx :;0 , следовательно, 
множества X и Y разделяются одним числом С.  
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(Необходимость). Множества X и Y разделяются од-
ним числом С, тогда СX sup  и СY inf . Зададим про-
извольное число 0   

СX sup  => 
2

: 
 CxXx  

СY inf   => 
2

: 
 CyYy  













22

2

2

CCxy

Cx

Cy

 

Таким образом, мы доказали, что 
    xyYyXxyx :;0 . 

 
Арифметические операции над действительными 

числами 
1. Сложение. Пусть Rх , Ry .  

nx – десятичное приближение к числу х по недостат-
ку, Qxn   

nx  – десятичное приближение к числу х по избытку, 
Qxn   

ny – десятичное приближение к числу y по недостат-
ку, Qyn   

ny  – десятичное приближение к числу y по избытку, 
Qyn   
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Рассмотрим  nn yxА   – множество сумм прибли-
жений по недостатку и  nn yxВ   – множество сумм 
приближений по избытку. Так как любое приближение по 
избытку больше любого приближения по недостатку, то 
множество А лежит слева от множества В. Поэтому суще-
ствует число, разделяющее эти множества.  

Так как nnn xx
10

1
 , nnn yy

10
1

 , то  

     nnnn yxyx

nnnnnnn yxyx
10

2
10

1
10

1
 . При достаточно боль-

ших n эта разность становится сколь угодно малой. Значит, 
множества А и В разделяются только одним числом. Это 
число называется суммой действительных чисел х и у и 
обозначается х + у. 

2. Разностью чисел х и у называют сумму числа х и 
числа (–у), противоположного у:  yxyx  . 

3. Умножение. Пусть х и у – положительные действи-
тельные числа.  

Рассмотрим  nn yxА   – множество произведений 
приближений по недостатку и  nn yxВ   – множество 
произведений приближений по избытку. Множество А ле-
жит слева от множества В. Поэтому существует число, 
разделяющее эти множества.  

     nnnn yxyx 





 






  nnnnnn yxyx

10
1

10
1

 nnnnnnnnn yxyxyx 210
1

10
1

10
1

nn
nn yx

210
1

10





. При достаточно больших n эта разность становится сколь 
угодно малой. Значит, множества А и В разделяются толь-
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ко одним числом. Это число называется произведением 
действительных чисел х и у и обозначается ух  . 

Если одно из чисел х, у или оба эти числа отрица-
тельны, то произведение определяется формулами 
    xyyxух  ,     xyyх  . 

4. Деление. Пусть у положительное действительное 
число. nу и nу  – его десятичные приближения по недостат-

ку и по избытку. Тогда множества чисел 











nу
А 1  

и











nу
В 1  разделяются одним и только одним числом, 

которое обозначают 
у
1 . Если 0у , то полагают, что 

у
х

у
х 1

 . 

Если одно из чисел х, у или оба эти числа отрица-
тельны, то частное определяется формулами 

у
х

у
х

у
х





 ,  0


 у

у
х

у
х . 

Модуль действительного числа 
Определение 1.14. Модулем действительного числа 

х называется само число, если х неотрицательно, и проти-
воположное число, если х отрицательно. 









0если,

;0если,
хх
хх

х  

Геометрический смысл модуля: 
x – расстояние от начала координат до точки с коор-

динатой х; 
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yx   – расстояние между точками с координатами х 
и у. 

Свойства модуля 
1. Rx  0x . 

2. Rx  xx  . 

3. Rx   xxx  . 

4. Rx , 0,  aRa    axaax  . 

5. Ryx  , yxyx  . 

6. Rzx  , xzzx  . 

7. Ryx  , yxxy  . 

8. Ryx  , , 0y   
y
x

y
x
 . 

9. Rx , 0,  aRa   








ax
ax

ax . 

10. Ryx  ,   yxyx  . 

11. Ryx  ,   yxyx  .  
 

Аксиоматика множества действительных чисел 
Немецкий математик Давид Гильберт предложил ак-

сиоматическое определение действительных чисел, тесно 
связанное с данной им же аксиоматикой евклидовой гео-
метрии. При аксиоматическом построении теории дейст-
вительных чисел они не конструируются из более простых 
объектов (натуральных, целых, рациональных чисел). Вме-
сто этого указываются лишь основные отношения и опера-
ции для действительных чисел, а также аксиомы, которым 
эти отношения и операции должны удовлетворять.  
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Основные операции: 
– сложение cbaRcRbRa  : ; 
– умножение dbaRdRbRa  : . 
Основные отношения: отношение порядка. 
Аксиомы сложения: 
1. abbaRbRa   (коммутативность 

сложения) 
2.    сabсbaRсRbRa   (ас-

социативность сложения) 
3. aaRa  0:0  (существование нуля) 
4.     0 aaRaRa  (существование 

противоположного числа) 
Аксиомы умножения: 
5. abbaRbRa   (коммутативность ум-

ножения) 
6.    сabсbaRсRbRa   (ассо-

циативность умножения) 
7. aaRa  1:1  (существования единицы) 

8. 1110 
а

aR
а

аRa  (существования об-

ратного числа) 
Аксиома сложения и умножения: 
9.   cbcaсbaRсRbRa   (ди-

стрибутивность умножения относительно сложения) 
Аксиомы порядка: 
10. Любые два числа можно сравнить 

RbRa   ba  или ba  или ba   (связность от-
ношения порядка) 



23 

 

11. cacbbaRсRbRa  ,  
(транзитивность отношения порядка) 

Аксиома связи сложения и порядка: 
12. cbcabaRсRbRa   (мо-

нотонность сложения) 
Аксиома связи умножения и порядка: 
13. cbaRсRbRa  0,  

cbca   (монотонность умножения) 
Аксиома непрерывности (аксиома полноты): 
14. Каковы бы не были непустые множества RA  

и RB  , такие что для любых двух элементов Aa  и 
Bb  выполняется неравенство ba  , существует такое 

действительное число с, что для всех Aa  и Bb  имеет 
место соотношение bca  . 
Задания 

1. Докажите свойства модуля. 
 

1.3. Числовые функции 
Определение 1.15. Если даны два множества Х и Y и 

каждому элементу множества Х поставлен в соответствие 
единственный элемент у из множества Y, то говорят, что 
задано отображение f множества Х во множество Y. 

YXf :   YyXx  !  
Определение 1.16. Множество Х является подмноже-

ством множества действительных чисел. Отображение f, 
сопоставляющее каждому числу х из множества Х единст-
венное число у из множества Y, называют числовой 
функцией и обозначают у = f (х). Х – область определения 
функции f. Y – множество значений функции f. 

 xfy    YyXxRX  !  
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Способы задания функций 
1) Аналитический: функция задана с помощью фор-

мулы. Правая часть формулы – аналитическое выражение. 
2) Табличный: дана таблица, сопоставляющая значе-

ния х и у. 
3) Графический: графическое изображение. Графи-

ком функции у = f (х) называют множество точек плоско-
сти с координатами х и f (х).  

4) Словесный: задание функции при помощи словес-
ного описания закона соответствия, позволяющего по за-
данному х находить у. 

Графиком функции у = f(х), заданной на множестве 
Х, называется множество точек плоскости с координатами 
х и f (х).     xfyXxyx  ,:;  

Две функции f и g называют равными на множестве 
Х, если для всех элементов множества Х выполняется ра-
венство    xgxf  . 

Например, 2
2log xy  , равна xy 2log2  на множе-

стве   ;0Х . 
Сужением функции f называется функция g, если 

   fDgD   gDx    xfxg  . 
Продолжением функции g будем называть функцию 

f, если    gDfD   gDx    xfxg  . 
 

Классификация функций по их свойствам 
1. Четные и нечетные функции 
Определение 1.17. Числовое множество Х называется 

симметричным относительно начала координат, если 
Хx  следует, что Хх . 
Определение 1.18. Функция f, заданная на множестве 

Х, называется четной, если: 
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1) Х – множество, симметричное относительно нача-
ла координат. 

2) Для всех элементов х из множества Х выполняется 
условие    xfxf  . 

График четной функции симметричен относительно 
оси ординат Оу. 

Определение 1.19. Функция f, заданная на множестве 
Х, называется нечетной, если:  

1) Х – множество, симметричное относительно нача-
ла координат. 

2) Для всех элементов х из множества Х выполняется 
условие    xfxf  . 

График нечетной функции симметричен относитель-
но начала координат О. 

Теорема 1.5. Любую функцию f, заданную на сим-
метричном относительно начала координат множестве Х, 
можно представить в виде суммы четной и нечетной функ-
ций.  

Доказательство. 

             xxxfxfxfxfxf  






22

; 

            xxfxfxfxfx  






22

,  

следовательно,   четная. 

            xxfxfxfxfx  






22

, сле-

довательно,   нечетная. 
2. Периодические и непериодические функции 
Определение 1.20. Числовое множество Х называется 

периодическим с периодом l, если Хx  следует, 
что Хlх  и Хlх   
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Определение 1.21. Функция f, заданная на множестве 
Х, называется периодической с периодом l, если: 

1) Х – множество, периодическое с периодом l. 
2) Для всех элементов х из множества Х выполняется 

условие    xflxf  . 
Определение 1.22. Основным периодом функции 

называется наименьший положительный период. 
График периодической функции имеет повторяю-

щиеся фрагменты. 
3. Монотонные и немонотонные функции 
Определение 1.23. Функция f, заданная на множестве 

Х, называется строго возрастающей, если 
   212121 :, хfхfххХхх  . 

Определение 1.24. Функция f, заданная на множестве 
Х, называется строго убывающей, если 

   212121 :, хfхfххХхх  . 
Определение 1.25. Функция f, заданная на множестве 

Х, называется возрастающей, если 
   212121 :, хfхfххХхх  . 

Определение 1.26. Функция f, заданная на множестве 
Х, называется убывающей, если 

   212121 :, хfхfххХхх  . 
Строго убывающие и строго возрастающие функции 

образуют класс строго монотонных функций. А убы-
вающие и возрастающие – монотонных. 

Функция f называется кусочно-монотонной на мно-
жестве Х, если числовой промежуток Х можно разбить на 
конечное число промежутков, в каждом из которых функ-
ция монотонна. 
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4. Ограниченные и неограниченные функции 
Определение 1.27. Функция f, заданная на множестве 

Х, называется ограниченной, если ограниченно множест-
во её значений, т.е.    CхfХхC  0 . 

Определение 1.28. Функция f, заданная на множестве 
Х, называется неограниченной, если неограниченно мно-
жество её значений, т.е.    CхfХхC  0 . 

Пример. Функция Дирихле ограниченна. 
Сложная функция 

Одним из способов образования новых функций из 
данных является способ композиции, заключающийся в 
конструировании так называемых сложных функций. 

Определение 1.29. Пусть функция  tfy   определена 
на множестве Т, а множество ее значений является Y. Тогда 
если функция  xgt  определена на множестве Х, а мно-
жеством её значений является множество ТТ 1 , то гово-
рят, что на множестве Х задана композиция функций f и 
g или сложная функция   xgfy  . 

Возможна композиция большего числа функций. 
Пример. Функция xy lncos  получилась в результа-

те композиции функций ty cos , отображающей 
 1;1R , и функции xt ln , отображающей 

  R;0 . 
Обратная функция 

Определение 1.30. Функция f отображает множество 
Х во множество Y, причем разным значениям аргумента х 
соответствуют различные значения функции у, т.е. 

   212121 , xfxfxxXxx  . Тогда отображение 
множества Y во множество Х называется обратным по от-
ношению к отображению f и обозначается 1f . 
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Определение 1.31. Множество Y является подмноже-
ством множества действительных чисел. Отображение 

1f , сопоставляющее каждому числу y из множества Y 
единственное число x из множества X, называют обратной 
функцией и обозначают  yfx 1 . 

Определение 1.32. Функция, имеющая обратную, на-
зывается обратимой. 

Графики взаимно обратных функций симметричны 
относительно прямой у = х. 

Теорема 1.6. Если функция YXf : строго возрас-
тает (строго убывает), то существует обратная функция 

 yfx 1 , которая строго возрастает (строго убывает). 
Доказательство. 1) Докажем существование обрат-

ной функции.  
Рассмотрим любые 2121 , xxXxx  . Пусть 21 xx   

и  xfy   строго возрастает на множестве Х, тогда вы-
полняется неравенство    21 xfxf  , следовательно, 
   21 xfxf  . По определение 1.29, функция  xfy   

имеет обратную  yfx 1 . 
2) Докажем, что  yfx 1  строго возрастает.  

2121 :, yyYyy   
Введем обозначения   11

1 xyf   и   22
1 xyf  , тогда 

 11 xfy   и  22 xfy   
Неравенство 21 yy   можно записать в следующем 

виде    21 xfxf  .Так как функция f строго возрастает, то 

21 хх   (иначе не получится, что    21 xfxf  ), а это озна-
чает, что    2

1
1

1 yfyf   . Следовательно, функция 
 yfx 1  строго возрастает.  
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Случай, когда функция  yfx 1  строго убывает, 
доказывается аналогично. 
Задания 

1. Каждому параллелограмму сопоставляется его 
площадь. Является ли это соответствие функцией? Если 
да, то каковы ее область определения и множество 
значений? 

2. Каждой окружности сопоставляется вписанный в 
нее квадрат. Является ли это соответствие функцией? 
Является ли функцией соответствие, при котором каждой 
окружности сопоставляется вписанный в нее квадрат, 
стороны которого параллельны осям координат? 

3. Является ли функцией соответствие, при котором 
каждому треугольнику сопоставляется центр описанной 
около него окружности? Если да, то каковы ее область 
определениея и множество значений? 

4. Докажите, что:  
4.1. Сумма двух четных функций – четная функция.  
4.2. Произведение двух четных функций – четная 

функция. 
4.3. Произведение четной и нечетной функций – не-

четная функция. 
4.4. Если f нечетная функция, нигде не обращающая-

ся в нуль, то 
f
1  – нечетная функция. 

4.5. Если g четная функция, то функция   xgfy   – 
четная. 

4.6. Если функции f и g нечетные, то функция 
  xgfy   – нечетная. 

4.7. Если f – четная функция, а g – нечетная функция, 
то   xgfy   – четная. 
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5. Представьте функцию xy 3  в виде суммы четной 
и нечетной функций. 

6. Докажите, что:  
6.1. Функция, являющаяся суммой двух возрастаю-

щих функций, возрастает. 
6.2. Функция, являющаяся суммой двух убывающих 

функций, убывает. 
6.3. Если  f и g возрастают и положительны на неко-

тором промежутке, то gf   также возрастает и положи-
тельна на этом промежутке. 

6.4. Если  f  возрастает, то – f  убывает. 

6.5. Если f положительна и возрастает, то 
f
1  убывает. 

6.6. Композиция двух убывающих функций есть 
функция возрастающая. 

6.7. Композиция двух возрастающих функций есть 
функция возрастающая.  

6.8. Если F(t) возрастает на  [f(b); f(a)], а t=f(x)убывает 
на [a, b], то F(f(x)) убывает на [a, b]. 

7. Доказать, что функция 
1

)(



x

xxf  строго возрас-

тает на   ;1 . 
8. Может ли убывающая (возрастающая) на всей чи-

словой прямой функция быть: 
1) четной;  2) нечетной? 
9. Может ли четная (нечетная) функция быть: 
1) убывающей;  2) возрастающей? 
10. При каком значении параметра k период функции 

1
2
53 






  xkfy  равен 8, если период функции f равен 5. 
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11. Доказать, что функция 32)( 2  xxxf  необра-
тима на множестве действительных чисел. 

12. Имеет ли сужение функции xy tg  на множество 













  ;

22
;0  обратную функцию? 

13. Докажите, что функция 32)( 2  xxxf  необра-
тима на множестве действительных чисел. Найдите обра-
тимую функцию g – сужение функции f. 

14. Может ли четная функция иметь обратную? 
15. Может ли нечетная функция иметь обратную? 

Всегда ли нечетная функция имеет обратную? Приведите 
примеры. 

16. Докажите, что функция, обратная к нечетной 
функции, тоже нечетная. 
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Глава 2. Последовательность. Предел последо-
вательности 
2.1. Последовательность. Свойства последова-
тельностей. Предел последовательности 

Определение 2.1. Функция, заданная на множестве 
натуральных чисел, называется последовательностью и 
обозначаются  nx . 

Способы задания последовательностей: аналитиче-
ский, табличный, графический, описательный, рекуррент-
ный.  

Определение 2.2. Имеем последовательность 
 ,,,,, 321 nxxxx  . Тогда последовательность, полученная 

из данной последовательности  nx  путем произвольного 
выбора из неё бесконечного числа членов, взятых в том 
порядке, в каком они находились первоначально в  nx , 
называется подпоследовательностью последовательности 
 nx . 

Определение 2.3. Последовательность называется 
стационарной, если все члены последовательности посто-
янны. 

Определение 2.4.  nx  строго возрастает  

1 nn xxNn . 
Определение 2.5.  nx  строго убывает  

1 nn xxNn . 
Определение 2.6.  nx  возрастает  1 nn xxNn . 
Определение 2.7.  nx  убывает  1 nn xxNn . 
Определение 2.8.  nx  ограниченная сверху  

MxNnM n  . 
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Определение 2.9.  nx  ограниченная снизу  
mxNnm n  . 

Определение 2.10.  nx  ограниченная  
MxNnM n  0 . 

Определение 2.11.  nx  неограниченная сверху  
MxNnM n  . 

Определение 2.12.  nx  неограниченная снизу  
mxNnm n  . 

Определение 2.13.  nx  неограниченная  
MxNnM n  0 . 

Определение 2.14. Последовательность  nx  называ-
ется бесконечно большой, если 


 10  nxNnN . 

Определение 2.15. Последовательность  nx  называ-
ется бесконечно малой, если 

  nxNnN0 . 
Пример. Докажем, что последовательность 

 nx :  
n

x
n

n
1

  бесконечно малая. 

По определению    
n

NnN
n10 . 

   
nn

n 11  при 

1

n .  

Целая часть числа n обозначается  n . Верно нера-
венство     1 nnn . 
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Обозначим 11







N . 

  


 





n
NnN

n1110 , следова-

тельно, последовательность  nx :  
n

x
n

n
1

  бесконечно 

малая.  
Теорема 2.1 (о связи бесконечно большой и бесконеч-

но малой последовательностей). Если последовательность 

 nx  бесконечно малая, то последовательность 








nx
1

 бес-

конечно большая. 
Доказательство.  nx   

  nxNnN0 , следовательно, 

11


nx

, то-

гда по определению 








nx
1

 бесконечно большая. 

Предел последовательности 
Определение 2.16. Точка а числовой прямой называ-

ется пределом последовательности, если какова бы ни бы-
ла окрестность точки а, она содержит все члены последо-
вательности, начиная с некоторого номера. 

axnn



lim     axNnN n0  

  axn ,      axa n  

Пример. Доказать, что 1
1

lim 2

2


 n

n
n

 



35 

 

Доказательство.   


 1
1

0 2

2

n
nNnN . 

Преобразуем последнее неравенство: 














 1

1
1

1
1

11
1 222

22

2

2

nnn
nn

n
n  


112 n , 112 


n , 11




n . 

Номер 111 










N   




 










 1

1
1110 2

2

n
nNnN , 

следовательно, 1
1

lim 2

2


 n

n
n

.  

1,0  4N     

05,0  51]19[ N    
01,0  101]99[ N    

Определение 2.17. Всякая последовательность, 
имеющая конечный предел, называется сходящейся.  

Определение 2.18. Если последовательность не явля-
ется сходящейся, то ее называют расходящейся. 

Докажем, что последовательность  nx :  n
nx 1  

расходится. 
Доказательство. (Метод от противного). Пусть по-

следовательность  nx  сходится. Тогда   an

n



1lim    

    aNnN n10     
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Пусть 
2
1

 , тогда при четных kn 2  

 
2
111 2  aak , а при нечетных 12  kn  

 
2
1111 12   aaak .    

1
2
1

2
11111112  aaaa , то есть 

12   – противоречие. Значит последовательность   n1  
расходится. 

Теорема 2.2. Предел бесконечно малой последова-
тельности равен нулю. 

Доказательство. Последовательность  n  – беско-
нечно малая    nNnN0 , то есть 

 0n , следовательно, 0lim 
 nn
 . 


 nn

xlim   


 10  nxNnN . 


 nn

xlim   


 10  nxNnN . 


 nn

xlim  


 10  nxNnN . 

Теорема. 2.3. Бесконечно большая последователь-
ность расходится. 

Доказательство. (Метод от противного). Дано, что 
последовательность  nx  – бесконечно большая  


 10  nxNnN . Пусть последовательность 

 nx  сходится. Тогда существует действительное число а, 
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такое что axnn



lim     axNnN n0 , то 

есть   axa n , что противоречит 

1

nx . Таким 

образом, никакое действительное число не может быть 
пределом бесконечно большой последовательности.  
Задания 

1. Докажите, что последовательность {xn}, где 

12

2




n
nxn  строго возрастает.  

2. Докажите, что последовательность {xn}, где 

!
2
n

x
n

n   убывает. 

3. Докажите, что последовательность {xn}, где 

4
1

3

3





n
nxn  ограниченна. 

4. Докажите, что последовательность {xn}, где 
n

n nx cos  неограниченна. 
5. Докажите, что последовательность {xn}, где 
nxn 2  бесконечно большая. 
6. Докажите, что последовательность {xn}бесконечно 

малая. 

6.1. 
n

xn
1

 ;        6.2.  
n

x
n

n
21 1 




. 

7. Докажите  

7.1.   4184lim
n







 



n

n
;     7.2.   3

1
193lim

n





 n
n n

.  

8. Докажите 2
41

73lim 



 n
n

n
. 
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9. В некоторой окрестности точки 3 обнаружено бес-
конечное множество членов последовательности {xn}. 
Следует ли из этого, что 3lim 

 nn
x ? 

10. В окрестности точки 5 обнаружено ровно 100 
членов последовательности {xn}. Может ли число 5 явля-
ется ее пределом? 

11. Дана последовательность {xn}. Известно, что для 
любого  , 10    существует номер N такой, что для но-
меров Nn   выполняется неравенство  Axn . Следует 
ли из этого, что Axn n

lim ? 

12. Дана последовательность {xn}. Известно, что для 
любого 1,0  существует N такой, что для всех Nn   
выполняется неравенство  Axn . Следует ли из этого, 
что Axn n

lim ? 

2.2. Теоремы о пределе последовательности 
Свойства бесконечно малых  

последовательностей 
Теорема 2.4 (о сумме и разности бесконечно малых 

последовательностей). Сумма и разность двух бесконечно 
малых последовательностей является бесконечно малой 
последовательностью. 

Доказательство.  n  – бесконечно малая последо-

вательность  
2

0 11
  nNnN , 

 n  – бесконечно малая последовательность  

2
0 22

  nNnN . 
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Зафиксируем произвольное 0  обозначим 
 21;max NNN  , тогда  

 
22

0 nnnnNnN   

 nn    – бесконечно малая последовательность.  
Следствие 1. Сумма любого конечного числа беско-

нечно малых последовательностей является бесконечно 
малой последовательностью. 

Теорема 2.5 (о произведении ограниченной и беско-
нечно малой последовательностей). Произведение ограни-
ченной и бесконечно малой последовательности является 
бесконечно малой последовательностью. 

Доказательство.  nx  – ограниченная последова-
тельность  MxNnM n  0 . 

 n  – бесконечно малая последовательность  

M
NnN n

  0 . 

 
M

MxxNnN nnnn0   

 nnx   – бесконечно малая последовательность.  
Теорема 2.6. Любая бесконечно малая последова-

тельность является ограниченной. 
Доказательство.  n  – бесконечно малая последо-

вательность    nNnN0 . 

Обозначим  ;...;;;;max 21 NM   

MNnM n  0    n  – ограниченная по-
следовательность. 
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Следствие 2. Произведение двух (любого конечного 
числа) бесконечно малых последовательностей является 
бесконечно малой последовательностью. 

Доказательство. Пусть  n  и  n  – бесконечно 
малые последовательности. По теореме 2.6  n  – ограни-
ченная последовательность, тогда по теореме 2.5  nn    – 
бесконечно малая последовательность.  

Теорема 2.7. Если бесконечно малая последователь-
ность является стационарной, то все её члены равны нулю. 

Доказательство. (Метод от противного). Предполо-
жим, что 0 cNn n  и  n  – бесконечно малая по-
следовательность    nNnN0  

Обозначим c , тогда cn  , то есть cc   – 
противоречие, следовательно, 0c . 

 
Основные теоремы о пределе  

последовательности 
Теорема 2.8. Для того, чтобы число а являлось пре-

делом числовой последовательности  nx , необходимо и 
достаточно, чтобы все её члены имели вид nn ax  , где 
 n  – бесконечно малая последовательность. 

Доказательство. (Необходимость) axnn



lim   

  axNnN n0 . Обозначим axnn  , тогда 

  nNnN0    n  – бесконечно малая по-
следовательность. Получили, что nn ax  , где  n  бес-
конечно малая последовательность. 
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(Достаточность) nn ax  , где  n  бесконечно 
малая последовательность    nNnN0 , 

выразим axnn  , тогда   axNnN n0   
axnn




lim .  

Теорема 2.9. Если последовательность имеет предел, 
то он единственный. 

Доказательство. (Метод от противного). Предполо-
жим, что последовательность  nx  имеет два различных 
предела axnn




lim , bxnn



lim  и ba  . Тогда nn ax   и 

nn bx  , где  n  и  n  – бесконечно малые последо-
вательности. Получаем, что nn ba   , abnn   . 
Последовательность  nn    – бесконечно малая, тогда 

0 ab , то есть ba   – противоречие с тем, что ba  . 
Теорема 2.10. Если последовательность сходится, то 

она ограниченна. 
Доказательство. axnn




lim    

  axNnN n0 ,   axa n .  

Обозначим  NxxxaaM ...;;;;;max 21  . 

MxNnM n  0    nx  – ограниченная последова-
тельность. 

Обратная теорема не верна, например, последова-
тельность   n1  ограниченна и не сходится. 

Теорема 2.11. Если последовательности  nx  и  ny  
сходятся, то сумма и разность этих последовательностей 
тоже будут сходиться   nnnnnnn

yxyx


 limlimlim . 
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Доказательство. axnn



lim   nn ax  , где  n  – 

бесконечно малая последовательность, bynn



lim   

nn by  , где  n  – бесконечно малая последователь-
ность. 

       nnnnnn babayx   , где 
 nn    – бесконечно малая последовательность, тогда по 
теореме 2.8 nnnnnnn

yxbayx


 limlimlim . 

Теорема 2.12. Если последовательности  nx  и  ny  
сходятся, то произведение этих последовательностей тоже 
будет сходиться.   nnnnnnn

yxyx


 limlimlim  

Доказательство. axnn



lim   nn ax  , где  n  – 

бесконечно малая последовательность, bynn



lim   

nn by  , где  n  – бесконечно малая последователь-
ность. 

     nnnnnnnn bababayx   , 
где  nnnn ba    – бесконечно малая последователь-
ность, тогда по теореме 2.8 nnnnnnn

yxbayx


 limlimlim . 

Теорема 2.13. Если последовательности  nx  и  ny  
сходятся, причем 0lim 

 nn
y , то частное этих последова-

тельностей тоже будет сходиться. 
nn

nn

n

n

n y

x

y
x















lim

lim
lim . 

Доказательство. axnn



lim   nn ax  , где  n  – 

бесконечно малая последовательность, 0lim 


bynn
  
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nn by  , где  n  – бесконечно малая последователь-
ность.  

  
n

nn

n

n

n

n

bb
aabbab

b
a

b
a

b
a

y
x


















   n
nn bb

ab






1 .  

Последовательность  nn ab    бесконечно малая.  

Докажем, что последовательность  







 nbb 
1  огра-

ниченная. 
 n  – бесконечно малая последовательность  

  20 NnN . Обозначим 
2
b

 , тогда 

22
bb

bbb nn   .   2
2211
bbbbb n


 

, сле-

довательно, последовательность  







 nbb 
1  ограниченная. 

Тогда последовательность 









b
a

y
x

n

n  бесконечно малая, 

следовательно, 
nn

nn

n

n
n y

x

b
a

y
x








lim

lim
lim . 

Теорема 2.14. Если все члены сходящейся последова-
тельности  nx , начиная с некоторого номера, удовлетво-
ряют неравенству bxn   ( bxn  ), то и число nn

xа


 lim  

удовлетворяет неравенству bа   ( bа  ). 
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Доказательство. По условию *Nn   bxn   и 
axnn




lim . Докажем, что ba   методом от противного.  

Пусть ba  , axnn



lim    

  axNnN n0 . Обозначим ab   и 

 *,max1 NNN   1Nn  abaxn  ,  
abaxba n  , получаем, что bxn   1Nn  , что 

противоречит тому, что *Nn   bxn  . 
Случай bxn   доказывается аналогично. 
Следствие 3. Если все члены двух сходящихся по-

следовательностей  nx  и  ny , начиная с некоторого но-
мера, удовлетворяют неравенству nn yx  , то и пределы 
этих последовательностей удовлетворяют неравенству 

nnnn
yx


 limlim . 

Доказательство. По условию *Nn   0 nn xy , 
тогда по теореме 2.14   0lim 

 nnn
xy . 

  0limlimlim 
 nnnnnnn

xyxy , то есть nnnn
xy


 limlim . 

Теорема 2.15 (о пределе промежуточной последова-
тельности). Если последовательность  nz  такая, что вы-
полняется неравенство nnn yzx   для всех значений n, 
начиная с некоторого номера, причем последовательности 
 nx  и  ny  сходятся к одному и тому же числу, то после-
довательность  nz  сходится к этому же числу. 

Доказательство. По условию *Nn   nnn yzx  , 
ayazax nnn  , тогда  ayaxaz nnn  ;max . 
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axnn



lim     axNnN n110 . 

aynn



lim     ayNnN n220 . 

    azNnNNNN n*;;max0 21   
aznn




lim   

Теорема 2.16 (теорема Вейерштрасса). Если возрас-
тающая (убывающая) последовательность  nx  ограничен-
на сверху (снизу), то она сходится.    

Доказательство. Пусть последовательность  nx  
возрастает и ограниченна сверху, тогда существует 

  axn
Nn




sup   
 


axN

axNn

N

n

:0)2
)1

. 

Последовательность  nx  возрастает, следовательно, 
Nn   Nn xx  . 

 axx Nn , тогда и  axn . 
Таким образом, выполняется неравенство 

axa n   , значит   axNnN n0   
axnn




lim , следовательно, последовательность  nx  схо-

дится. 
Случай, в котором последовательность  nx  убывает 

и ограниченна снизу, доказывается аналогично. 
Определение. 2.19. Бесконечную последовательность 

вложенных отрезков  11 ;ba ,  22 ;ba , …,  nn ba ; , … будем 
называть стягивающейся последовательностью вложенных 
отрезков, если: 
1) Каждый следующий отрезок содержится в предыдущем, 
т.е.         nn bababa ;;; 2211   
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2) Длина n-го отрезка стремится к нулю при n  
  0lim 

 nnn
ab  (рис. 4). 

 
Рис. 4 

Следствие 4. Для всякой стягивающейся последова-
тельности вложенных отрезков   nn ba ;  существует и при-
том единственная точка с, принадлежащая всем отрезкам 
этой последовательности, т.е. nn bcaNn     

Доказательство. 1. Докажем, что существует 
 nn baс ; .  na  – последовательность левых концов от-

резков, и она возрастает,  nb  – последовательность пра-
вых концов отрезков, и она убывает. Обе последовательно-
сти ограниченны, т.к.  na  nb   11;ba  по теореме 2.16 
они сходятся.   0lim 

 nnn
ab , следовательно, 

cab nnnn



limlim , причем  nac sup ,  nbc sup , 

nn bca   
2. Докажем единственность (метод от противного). 

Предположим, что точка с не единственная точка, тогда 
существует точка cd  , nn bda  . Пусть cd  , тогда 
   nn badc ;;   Nn .  

nn abcd 0  и   0lim 
 nnn

ab  по теореме о пре-

деле промежуточной последовательности 0 cd , cd   
– противоречие, следовательно, точка с единственная. 

Теорема 2.17. Если последовательность  nх  имеет 
своим пределом число а, то выделенная из нее любым спо-
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собом подпоследовательность  
knх  будет иметь предел, 

равный а. 
Доказательство. axnn




lim    

  axNnN n0 . 
Член подпоследовательности 

knx  либо совпадает с 

kx , либо правее его в последовательности  nх , но для 

Nk   выполняется неравенство  ax
kn , следователь-

но, ax
knn



lim . 

Теорема 2.18 (Теорема Больцано-Вейерштрасса). Из 
всякой ограниченной последовательности всегда можно 
выделить сходящуюся подпоследовательность. 

Доказательство.  nx  – ограниченная последова-
тельность, тогда существуют числа а и b, что Nn  – 
выполняется неравенство bxa n  .  

Разделим  ba;  пополам точкой 
2

bad 
 . Тогда по 

крайней мере один из отрезков  da;  или  bd ;  будет со-
держать бесконечное множество членов последовательно-
сти  nx . Обозначим этот отрезок  11;ba . Если оба отрезка 
содержат бесконечное число членов последовательности 
 nx , тогда за  11;ba  обозначим любой из них.  

Разделим отрезок  11;ba  пополам точкой 
2

11
1

bad 
 , 

и часть, содержащую бесконечное число членов последо-
вательности  nx , обозначим  22;ba . Отрезок  22;ba  раз-
делим пополам, и отрезок, содержащий бесконечное число 
членов последовательности  nx , обозначим  33;ba  и так 
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далее. Этот процесс деления никогда не закончится. Полу-
чаем последовательность вложенных отрезков 
        nn bababa ;;; 2211 , 

  0
2

limlim 



 nnnnn

abab . Тогда по следствию 4, 

cba nnnn



limlim . 

Возьмем какой-нибудь из членов последовательности 
 nx , содержащийся в  11;ba , и обозначим его 

1nx . Затем 
возьмем любой член последовательности  nx , содержа-
щийся в  22;ba , и обозначим его 

2nx  и так далее. Выделен-
ная таким образом последовательность  

knx  будет схо-
диться к числу с, так как knk bxa

k
 . 

Число е 
Лемма Бернулли. Nm  Rh  1h  справедли-

во неравенство   mhh m  11  – неравенство Бернулли. 
Доказательство. (Метод математической индукции).  
1) Если 1m , то hh  11  – верно. 
2) Предположим, что   mhh m  11  верно для 

km  , то есть   khh k  11 . Докажем для 1 km :  
         1 11111 hkhhhh kk  

  22 111 khhkkhkhh  , 
02 kh  поэтому    hkkhhk 1111 2  . Таким 

образом, доказали, что    hkh k 111 1   . 
Неравенство   mhh m  11  верно при всех нату-

ральных значениях m. 
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Рассмотрим последовательности  nx  и  ny , где 
n

n n
x 






 

11 , 
111








 

n

n n
y . К последовательности  ny  

применим неравенство Бернулли 

  211111111
1







 



n
n

nn
y

n

n . Последователь-

ность  ny  ограничена снизу 2.  
Докажем, что последовательность  ny  убывает.  







 


















 














11
1 1:

1
1111:

1
11

nnnn

n

n

n
n

n
n

nny
y  

       








 







1

12

1

1

1111 nn

n

nn

nn

nn
n

nn
nn  

 
       
























n
n

nn
n

nn
nn

n

nn

n 1
1111

1
12

11

22

 

















n
n

n
n

n
1

1
1

1

2

2

n
n

nn
n

n
n nn

1
1

111
1

11 1

2

1

2

2 




























  

Применим неравенство Бернулли 
1

1
111

1
11 2

1

2 





























n
n

n
n

n
n

n

n

11
1

1
1

11 



















n
n

n
n

n
n

n
. 
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Таким образом, 11 

n

n

y
y , то есть nn yy 1 , следова-

тельно, последовательность  ny  убывает. 
По теореме Вейерштрасса (2.16) существует nn

y


lim . 

nn

n

nn

n

n

n

nnn
y

n

y

n

n
n

x

















 








 







 







  lim

11lim

lim

11

11
lim11limlim

1

 – 

этот предел обозначили буквой е.  

e
n

n

n







 



11lim ,  иррациональное число ...71828,2e  

экспонента.  
Символ е для обозначения этого числа ввел Л. Эйлер 

в 1731 году. Число   тоже приобрело общеизвестность из 
работ Эйлера в 1736 году, хотя его ввел Джонсонс 30 го-
дами ранее как первую букву от слова «периферия» – ок-
ружность. 
 
Задания 

1. Докажите с помощью теоремы о пределе промежу-
точной последовательности, что 

    11
1
2lim 22 


nnn
n

n
n

. 

2. Докажите, что последовательность  nx , где 

131 x , nn xx  121 , Nn , имеет предел, и найдите 
его. 
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3. Выясните, какие из следующих утверждений ис-
тинны, а какие – нет (в случае, когда утверждение не явля-
ется истинным, приведите контрпример). 

3.1. Если последовательность монотонна и ограни-
ченна, то она имеет предел;  

3.2. Если последовательность не монотонна, то она не 
имеет предела;  

3.3. Ограниченность последовательности является 
необходимым условием ее сходимости; сходимость после-
довательности является достаточным условием ее ограни-
ченности; если последовательность имеет предел, то она 
монотонна и ограниченна;  

3.4. Если последовательность не ограниченна, то она 
не имеет предела;  

3.5. Монотонность последовательности является не-
обходимым условием ее сходимости;  

3.6. Монотонность последовательности является дос-
таточным условием ее сходимости;  

3.7. Если последовательность не имеет предела, то 
она не монотонна и не ограниченна;  

3.8. Если последовательность не имеет предела, то 
она не ограниченна;  

3.9. Если последовательность не монотонна и не ог-
раниченна, то она не имеет предела. 
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Глава 3. Предел функции 
3.1. Предел функции в точке  

Определение 3.1 (предел функции в точке по Гейне). 
  Axf

xx


 0

lim     00 lim: xxxxNnx nnnn 


  

  Axf nn



lim  

Определение 3.2 (предел функции в точке по Коши). 
  Axf

xx


 0

lim   

    Axfxxx 00:00  

   Axf       Axf   
    AxfA  

 00 xx   










00

0

xx

xx 
  









00

0

xx
xx 

  









0

00

xx
xxx 

 

Для любой  полосы найдется  полоса, что из 
условия  0xUx 

  следует    AUxf  . 
Теорема 3.1. Определения предела функции в точке 

по Коши и по Гейне эквиваленты, то есть если функция 
имеет предел в точке 0x  согласно одному из определений, 
то этот же предел функция будет иметь и по другому оп-
ределению.  

Доказательство.  
1) Число А является пределом функции  xfy   в 

точке 0x  по Коши, то есть 
    Axfxxx 00:00 . Докажем, 

что число А является пределом функции  xfy   в точке 
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0x  по Гейне, то есть 
  00 lim: xxxxNnx nnnn 


   Axf nn




lim  

Пусть произвольная последовательность  nx  схо-
дится к точке 0x , причем все члены последовательности 

0xxn  . Докажем, что   Axf nn



lim . 

Зафиксируем произвольное 0  и получим 0  
такое что  00 xx . 0lim xxnn




, тогда 

  00 xxNnN n . Так как 0xxNn n  , то 

 00 xxn , тогда    Axf n , следовательно, 
  Axf nn




lim .  

2) Число А является пределом функции  xfy   в 
точке 0x  по Гейне, то есть 
  00 lim: xxxxNnx nnnn 


   Axf nn




lim . Дока-

жем, что число А является пределом функции  xfy   в 
точке 0x  по Коши. (Метод от противного). Нам нужно до-
казать что выполняется определение 

    Axfxxx 00:00 . Запишем 
отрицание этого определения: 

    Axfxxx 00:00 .   

nn
1 , Nn   

n
xxx nn

10: 0   следует 

   Axf n . 
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Из условия 
n

xxn
10 0   по теореме о пределе 

промежуточной последовательности, что 0lim 0 


xxnn
, 

следовательно, 0lim xxnn



 и 0xxn  , тогда по определению 

по Гейне   Axf nn



lim , то есть 

    AxfNnN n
**0 , что противоречит 

Nn    Axf n . 
Пример 1. Докажем, что предел функции 

 
4

232





x

xxxf  в точке 10 x  равен 
5
2 , используя опре-

деление предела по Гейне. 
Рассмотрим произвольную последовательность  nx , 

такую, что 1lim1 
 nnn xxNn .  

Вычислим 

 
4)lim(

2)lim(3)lim(

4
23limlim

22
















nn

nnnn

n

nn

nnn x

xx

x
xxxf

5
2

41
21312





 . 

Пример 2. Докажем, что предел функции  
x

xf 1sin  

в точке 00 x  не существует, используя определение пре-
дела по Гейне. 

  00 lim: xxxxNnxА nnnn 


   Аxf nn



lim . 
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Рассмотрим последовательность 
n

xn 
1 : 

01 
n

Nn


, но 01lim 
 nn 

 и вычислим 

    0sinlimlim 


nxf
nnn

 . Рассмотрим другую последова-

тельность 
n

xn

 2
2

1


 : 0

2
2

1





n
Nn


, но 

0
2

2

1lim 



n

n


 и вычислим 

  12
2

sinlimlim 





 


nxf

nnn
 . Таким образом,  nn

xf


lim  

не существует, то есть   АxfА nn



lim . 

Пример 3. Докажем, что функция Дирихле 

 








Ix
Qx

хD
,0
,1

 не имеет предела ни в одной точке, ис-

пользуя определение предела по Гейне. 
Зафиксируем произвольную точку 0x  и выберем про-

извольную последовательность  nx : 0xxNn n  , 
Qxn  , но 0lim xxnn




, тогда   1lim 
 nn

xD . Если же вы-

брать произвольную последовательность  nx : 

0xxNn n  , Ixn  , но 0lim xxnn



, тогда   0lim 

 nn
xD . 

Тогда  nn
xf


lim  не существует ни в одной точке 0x . 
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Односторонние пределы 
Определение 3.3 (предел функции в точке слева по 

Гейне) .   Axf
xx


 00

lim   

  00 lim: xxxxNnx nnnn 


   Axf nn



lim . 

Определение 3.4 (предел функции в точке справа по 
Гейне)   Axf

xx


 00

lim   

  00 lim: xxxxNnx nnnn 


   Axf nn



lim . 

Определение 3.5 (предел функции в точке слева по 
Коши)   Axf

xx


 00

lim    

    Axfxxx 0:00 0 . 
Определение 3.6 (предел функции в точке справа по 

Коши)   Axf
xx


 00

lim    

    Axfxxx 00:00 . 
Теорема 3.2. Если существует   Axf

xx


 0

lim , то суще-

ствуют пределы функции в точке слева и справа, причем 
они оба равны, предел функции в точке 

    Axfxf
xxxx


 00 00

limlim . 

Доказательство.   Axf
xx


 0

lim    

    Axfxxx 00:00 . Двойное 

неравенство  00 xx   










0

0

0
0

xx
xx

. Тогда  

    Axfxxx 0:00 0    
  Axf

xx


 00

lim , 



57 

 

    Axfxxx 00:00    
  Axf

xx


 00

lim . 

Теорема 3.2* (эквивалентная теорема). Если 
   xfxf

xxxx 00 00

limlim


 , то  xf
xx 0

lim


 не существует. 

 
Бесконечные пределы в точке по Коши 

Определение 3.7.   


xf
xx 0

lim    

 


 10:00 0  xfxxx . 

Определение 3.8.   


xf
xx 0

lim    

 


 10:00 0  xfxxx . 

Определение 3.9.   


xf
xx 0

lim    

 


 10:00 0  xfxxx . 

 
Задания 

1. Докажите: 1.1. 2
1

143lim
2

1





 x
xx

x
;   

1.2. 13
2

2157lim
2

2





 x
xx

x
. 

2. Докажите, что предел функции  
x

xf 1arctg  в 

точке 00 x  не существует, используя определение преде-
ла по Гейне. 
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3. Докажите, что 
 

1
11

lim
2

1 


 x
xx

x
 не существует, ис-

пользуя определением по Гейне. 
 
3.2. Предел функции на бесконечности 

Пусть функция  xfy   определена на луче  ;b . 
Определение 3.10 (по Гейне).   Axf

x



lim   

  
 nnn xx lim:    Axf nn




lim . 

Определение 3.11 (по Коши).   Axf
x




lim   

    Axfcxс0 . 
Пусть функция  xfy   определена на луче  b; . 
Определение 3.12 (по Гейне).   Axf

x



lim   

  
 nnn xx lim:    Axf nn




lim . 

Определение 3.13 (по Коши).   Axf
x




lim   

    Axfcxс0 . 
Пусть функция  xfy   определена на луче 

  ; . 
Определение 3.14 (по Гейне).   Axf

x



lim   

  
 nnn xx lim:    Axf nn




lim . 

Определение 3.15 (по Коши).   Axf
x




lim   

    Axfcxс 00 . 
Свойства функций, имеющих предел 
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Теорема 3.3 (теорема о единственности предела 
функции). Если функция  xfy   имеет предел в точке 0x , 
то он единственный. 

Доказательство. (Метод от противного). Предполо-
жим, что   Axf

xx


 0

lim ,   Bxf
xx


 0

lim , BA   

  xxxxNnx nnnn 


lim: 00

    BxfAxf nnnn



lim,lim , тогда последовательность 

  nxf  сходится, следовательно, последовательность име-
ет единственный предел – противоречие. 

Теорема 3.4 (теорема об ограниченности сходящей-
ся функции в окрестности). Если функция  xfy   имеет 
предел в точке 0x , то существует окрестность  0xU 

 , в ко-
торой функция ограниченна. 

Доказательство.   Axf
xx


 0

lim   

    Axfxxx 00:00 . Зафиксиру-

ем 1 , тогда     1 AxfAxf , то есть 

 0xUx 
    Axf 1  – функция ограниченна. 

Теорема 3.5. Пусть функции  xfy   и  xgy   оп-
ределенны в  0xU 

 ,   Axf
xx


 0

lim ,   Bxg
xx


 0

lim . Тогда:  

1)      BAxgxf
xx


 0

lim ,  

2)     BAxgxf
xx


 0

lim ,  

3)  
  B

A
xg
xf

xx


 0

lim  при 0B . 
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Доказательство.    0xUxn

  такой, что 

0lim xxnn



, следует   Axf nn




lim ,   Bxg nn



lim . 

1)          BAxgxfxgxf nnnnnnn



limlimlim , 

следовательно,      BAxgxf
xx


 0

lim . 

2)          BAxgxfxgxf nnnnnnn



limlimlim , сле-

довательно,     BAxgxf
xx


 0

lim . 

3)  
 

 
  B

A
xg

xf

xg
xf

nn

nn

n

n
n






 lim

lim
lim , следовательно, 

 
  B

A
xg
xf

xx


 0

lim  при 0B . 

Теорема 3.6 (о переходе к пределу в неравенствах). 
Если   Axf

xx


 0

lim ,   Bxg
xx


 0

lim  и  0xUx 
 , выполняет-

ся неравенство    xgxf  , то BA  . 
Доказательство.    0xUxn


  такой, что 

0lim xxnn



 следует   Axf nn




lim ,   Bxg nn



lim . 

   nn xgxf  , следовательно, BA  . 
Следствие (о сохранении знака). Если  0xUx 

  
  0xf  (   0xf ) и   Axf

xx


 0

lim , то 0A  ( 0A ). 

Теорема 3.7 (о пределе промежуточной функции). 
Если  0xUx 

       xgxxf   ,  
    Axgxf

xxxx


 00

limlim , то   Ax
xx





0

lim . 
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Доказательство.    0xUxn

  такой, что 

0lim xxnn



 следует   Axf nn




lim ,   Axg nn



lim . 

     nnn xgxxf   , следовательно,   Axnn



lim  и 

  Ax
xx





0

lim . 

Теорема 3.8 (о пределе сложной функции). Пусть 
 tfy  ,  xgt  ,   0

0

lim txg
xx




,   Atf
tt


 0

lim  функция 

  xgfy   определена  0xU 
 . Тогда    Axgf

xx


 0

lim .  

Доказательство.    0xUxn

  такой, что 

0lim xxnn



 следует   0lim txg nn




. Обозначим   nn txg  , то-

гда 0lim ttnn



, следовательно,   Atf nn




lim , то есть 

   Axgf nn



lim , следовательно,    Axgf

xx


 0

lim . 

Если в теоремах 3.3 – 3.8 заменить 0x  на  , то тео-
ремы будут верны. 

Замечательные пределы 
Теорема 3.9. Первый замечательный предел 

1sinlim
0


 x

x
x

. 

Доказательство. Для всех действительных чисел, 

удовлетворяющих неравенству 
2

0  x  (рис. 5).  
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Рис. 5 

AOCAOBAOB SSS    сектор , 

xRxRxR tg
2
1

2
1sin

2
1 222  , 

xxx tgsin  , 

xx
x

cos
1

sin
1  , 

1sincos 
x

xx . 

1coslim
0




x
x

 и по теореме о пределе промежуточной 

функции 1sinlim
0


 x

x
x

 для 
2

0  x . В неравенстве 

1sincos 
x

xx  все функции четные, поэтому оно будет 

справедливо и для 0
2

 x . Таким образом, доказали, 

что 1sinlim
0


 x

x
x

. 
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Теорема 3.10. Второй замечательный предел 

e
x

x

x







 



11lim . 

Доказательство. Докажем, что 

e
xx

x

x

x

x







 






 



11lim11lim . 

Обозначим целую часть числа   nx  , тогда выпол-
няется неравенство: 

1 nxn , 

nxn
11

1
1 


, 

nxn
1111

1
11 


 ,  

11111
1

11








 






 











nxn

nxn
. 

 
Вычислим пределы последовательностей: 

1
11

1
11lim

1
11lim e

nn

n
n

n

n

n

n





































 и 

1

1
1 11lim11lim e

nn

n
n

n

n

n

n



















 






 








, следовательно, 

e
x

x

x







 



11lim . 
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





 

















 





t

t

x

x tt
tx

x
11lim11lim
















 







t

t

t

t t
t

t
t

1
lim1lim

 
t

t t

t












 1
11lim

 

e
tt

t
t

t

t

t

t






































11

1
11lim

1
11lim , то есть 

e
x

x

x







 



11lim . 

Таким образом, мы доказали, что e
x

x

x







 



11lim . 

Следствие. Второй замечательный предел 

  ex x
x




1

0
1lim . 

Доказательство. 

  e
tt

t
x

x
t

t
x

x







 






















11lim
1

1lim
1

0
. 

Задания 
1. Докажите, что никакое число В не является преде-

лом функции 3 1)(  xxf  при x . 

2. Докажите: 2.1. 232lim 2

2




 x
x

x
;  

2.2. 2
2
12lim 




 x
x

x
; 2.3.   036lim 2 


xx

x
. 
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3. Можно ли из данного предложения сделать вывод, 
что bxf

x



)(lim . 

Для любого 1  и для всех х выполняется неравен-
ство bxf )( . 

 
3.3. Классификация бесконечно малых и беско-
нечно больших функций. Асимптоты 

Сравнение бесконечно малых и бесконечно 
больших функций 

Определение 3.16. Бесконечно малая   называется 
бесконечно малой высшего порядка по отношению к 

бесконечно малой  , если 0lim 

  и обозначается 

  o . Бесконечно малая   называется бесконечно 
малой низшего порядка по отношению к бесконечно ма-

лой  , если 

lim .  

Например, при x  3
1
x

 , 
x
1  

01lim1

1

limlim 2

3


 x
x

x
xxx 

 , следовательно, 









x
o

x
11

3  при x . 

Символ  o  служит общим обозначением для бес-
конечно малых высшего порядка, чем  . 

Определение 3.17. Две бесконечно малые   и   на-
зываются бесконечно малыми одного порядка, если 
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0lim  A

 . Если 1lim 


 , то   и   называются эк-

вивалентными бесконечно малыми и обозначаются 
   

Теорема 3.11. Если имеется две пары величин  ,   
и   ,    бесконечно малых, причем   ,   , то 










 limlim . 

Доказательство. 



























































limlimlimlimlimlim

11


. 

Эта теорема означает, что при вычислении предела 
отношения двух бесконечно малых функций каждую из 
них можно заменить любой эквивалентной бесконечно ма-
лой, и от этого предел не изменится. 

Эквивалентные бесконечно малые при 0x  
1. xx sin  
Доказательство. Рассмотрим первый замечательный 

предел 1sinlim
0


 x

x
x

, следовательно, xx sin . 

2. xx tg  
Доказательство. Рассмотрим 

1
cos

1sinlim
cos

sinlim
0
0tglim

000






 xx
x

xx
x

x
x

xxx
, следователь-

но, xx tg . 
3. xx arcsin  
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Доказательство. Рассмотрим 

  1
sin

limsin,arcsin
0
0arcsinlim

00






 t
ttxxt

x
x

tx
, следо-

вательно, xx arcsin . 
4. xx arctg  
Доказательство. Рассмотрим 

  1
tg

limtg,arctg
0
0arctglim

00






 t
ttxxt

x
x

tx
, следова-

тельно, xx arctg . 

5.  
2

cos1
2xx   

Доказательство. Рассмотрим 

1

2

2
sin

lim

2

2
sin2

lim
0
0

2

cos1lim

2

02

2

020

























 x

x

x

x

x
x

xxx
, следова-

тельно,  
2

cos1
2xx  . 

6.   xnх n  11  

Доказательство. Рассмотрим 
 








 nx

х n

x 0
011lim

0
  

        







 nx
хххx nn

x

111111lim
21

0


 

=       
nx

хххx nn

x

1111lim
21

0


 





      
n

ххх nn

x

1111lim
21

0








 . 
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Множитель       1111 21   ххх nn
  содержит n 

слагаемых, каждое из которых стремится к единице, зна-
чит, предел равен: 

       11111lim
21

0


 

 n
n

n
ххх nn

x

 , следователь-

но,   xnх n  11  

7. 
n
xхn  11  

Доказательство. Рассмотрим 








 0

011lim
0

n

x

n
x
х

       
     







 






 







1111

111111
lim

21

21

0 nnnnn

nnnnnn

x
ххх

n
x

хххх




 

 
     







 





lim

1111

11lim
210 nnnnnx

ххх
n
x

x



      




 




1111
lim

210 nnnnnx
ххх

n
x

x



. Множитель 

      




 


1111

21 nnnnn ххх   содержит n сла-

гаемых, каждое из которых стремится к единице, значит, 
предел равен   
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     
11

1

11111
1lim

210







 



n
nххх

n
nnnnnx



,  

следовательно, 
n
xхn  11  

8.   xx 1ln  
Доказательство. С помощью второго замечательно-

го предела   ex x
x




1

0
1lim  вычислим 

     1lnlim1ln1lim
0
01lnlim

1

000









xx
xx

x
x

xxx

  1ln1limln
1

0







 


ex x

x
, следовательно,   xx 1ln . 

9.  
a

xxa ln
1log   

Доказательство. Рассмотрим 

 
 

  11lnlim

ln

ln
1ln

lim
0
0

ln

1loglim
000















 x

x

a
x
a

x

a
x

x
xx

a

x
, следо-

вательно,  
a

xxa ln
1log  . 

10.   axa x ln1   
Доказательство. Рассмотрим 

    ,1lnln,1,1
0
0

ln
1lim

0









tataat
ax

a xxx
x

x
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 lim1lnln  tax =   1
1ln

lim
0


 t

t
t

,следовательно, 

  axa x ln1  . 
11.   xex 1   
Доказательство. Рассмотрим 

 ,1,1
0
01lim

0









teet
x

e xx
x

x

        1
1ln

lim1ln,1lnln,
0





 t

ttxte
t

x , следователь-

но,   xex 1 . 
Определение 3.18. Бесконечно большая   будет 

высшего порядка по отношению к бесконечно большой 

 , если 

lim . Бесконечно большая   будет низшего 

порядка по отношению к бесконечно большой  , если 

0lim 

 .  

Определение 3.19. Две бесконечно большие   и   
называются бесконечно большими одного порядка, если 

0lim  A

 . Если 1lim 


 , то   и   называются эк-

вивалентными бесконечно большими и обозначаются 
  . 
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Пример. 

2
45

2
45lim

33

22

3

2

























 xx
xxx

x
xx

x

01limlim 3

2


 xx

x
xx

. 

Асимптоты кривой 
Определение 3.20. Прямая линия называется асим-

птотой для кривой  xfy  , если расстояние от точки М, 
лежащей на кривой, до этой прямой стремится к нулю при 
движении точки М вдоль какой-нибудь части кривой в 
бесконечность.  

Различают вертикальные, наклонные и горизонталь-
ные асимптоты. 

Вертикальные асимптоты. Пусть   


xf
xx 0

lim . В 

этом случае расстояние d от точки М на кривой  xfy   
до прямой 0xx   будет равно 0xx  . 

0limlim 0
00




xxd
xxxx

, следовательно, прямая 0xx   будет 

вертикальной асимптотой для данной кривой (рис. 6). 
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Рис. 6 

Горизонтальные асимптоты. Если   0lim уxf
x




 или 

  0lim уxf
x




, то прямая 0yy   будет горизонтальной 

асимптотой для кривой  xfy  , так как 
0)(limlim 0 


yxfd

xx
 (рис. 7). 

 
Рис. 7 
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Наклонные асимптоты. Пусть некоторая кривая 
 xfy   имеет наклонную асимптоту bkxY   (рис. 8). 

Расстояние от точки М на прямой до прямой 
   sinYxfd  , где угол   постоянный. Для того, что-

бы    0sinlimlim 


Yxfd
xx

, необходимо и достаточ-

но, чтобы       0limlim 


bkxxfYxf
xx

.  

 
Рис. 8 

Исходя из приведенного условия, найдем коэффици-
енты k и b наклонной асимптоты: 

   0lim 


bkxxf
x

  

      bkxbkxxf
xxx




limlimlim , тогда 

      kxxfkxxfb
xxx




limlimlim  и 

  k
x

bk
x
b

x
kx

x
bkx

x
xf

xxxxx




1limlimlimlimlim . 
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Таким образом, функция  xfy   имеет наклонную 
асимптоту bkxy   тогда и только тогда, когда сущест-

вуют пределы  
x
xfk

x 
 lim ,   kxxfb

x



lim . 

Задания 
1. Докажите, что если бесконечно малые  ,   и   

удовлетворяют условию:    и   , то   . 
2. Показать, что  xfy   бесконечно малая функция 

при 0x , и найти функцию  xgy   вида nАх  такую, 
что gf   при 0x : 

2.1.   622 6sin2 xxxf  ;   

2.2.   39 24  xxxf ; 
2.3.   24 cos1 xxxf  ;  

2.4.   12
3arctg  xxf ;     

2.5.     162tg 43  xxf . 
3. Показать, что  xfy   бесконечно большая функ-

ция при 0xx  , и найти функцию  xgy   вида nАх  та-
кую, что gf   при 0xx  : 

3.1.  
12

3
2

7




xx
xxf , 0x ;            

3.2.   16716 78  xxxxf , 0x ; 

3.3.  
23

1



xx

xf , 0x . 
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4. Объясните, почему в пределе 
xx

x
x sintg
lim

3

0 
 нельзя 

заменять слагаемые знаменателя эквивалентными беско-
нечно малыми. 

5. Почему график ограниченной функции, заданной 
на ограниченном промежутке, не может иметь асимптот? 
Может ли иметь асимптоты и какие график ограниченной 
функции? Может ли иметь асимптоты и какие график 
функции, заданной на ограниченном промежутке? 

6. Установите, сверху или снизу приближаются точки 
графика  функции  xfy   к наклонной асимптоте при 

x  и при x . 

6.1. 
x

xy 12 
 ;  6.2. 2

3 1
x

xy 
 ;  6.3. 

1
sin2

2

3





x

xxy . 

7. Будет ли прямая baxY   наклонной асимптотой 
для кривой  xfy  , если величина 0Yy , колеблясь, 
то есть принимая как положительные, так и отрицательные 
значения? Иначе говоря, может ли кривая, приближаясь к 
своей асимптоте, бесконечно много раз пересекать ее? 
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Глава 4. Непрерывность функции 
4.1. Непрерывность функции в точке 

Определение 4.1. Функция  xfy   непрерывна в 
точке 0x , если предел функции в точке равен значению 
функции в этой точке    0

0

lim xfxf
xx




. 

Определение 4.2 (по Гейне). Функция  xfy   не-
прерывна в точке 0x , если   0lim: xxx nnn 


, следует, что 

   0lim xfxf nn



. 

Определение 4.3 (по Коши). Функция  xfy   не-
прерывна в точке 0x , если 

      00:00 xfxfxxx . 
Определение 4.4 (на языке приращений). Функция 
 xfy   непрерывна в точке 0x , если 0lim

0



y

x
, причем 

   00 xfxxfy   (рис. 9). 

 
Рис. 9 
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Определение 4.5. Функция  xfy   непрерывна в 
точке 0x  слева, если    000

lim xfxf
xx




. Функция  xfy   

непрерывна в точке 0x  справа, если    000

lim xfxf
xx




.  

Замечание. Функция  xfy   непрерывна в точке 

0x , если она непрерывна в ней слева и справа 
     000 00

limlim xfxfxf
xxxx




.  

Определение 4.6. Функция  xfy   называется раз-
рывной в точке 0x , если она не является непрерывной в 
этой точке, 0x  – точка разрыва.  

Классификация точек разрыва 
Определение 4.7. Если предел функции  xfy   в 

точке 0x  существует и не равен значению функции в точке 
   0

0

lim xfxf
xx




 или функция не определена в этой точке, 

то точка х0 называется точкой устранимого разрыва. 
Определение 4.8. Если в точке 0x  существуют конеч-

ные односторонние пределы  xf
xx 00

lim


 и  xf
xx 00

lim


, при-

чем    xfxf
xxxx 00 00

limlim


 , то точка 0x  называется точкой 

разрыва первого рода (скачок). Величина скачка 
   00 00  xfxf .  

Не важно, равно или нет  0xf  одному из односто-
ронних пределов. 

Определение 4.9. Если хотя бы один из односторон-
них пределов  xf

xx 00

lim


 или  xf
xx 00

lim


 равен бесконечно-

сти или не существует, то точку 0x  называют точкой раз-
рыва второго рода. 
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Свойства функций, непрерывных в точке 
Теорема 4.1 (об ограниченности непрерывной функ-

ции). Если функция  xfy   непрерывна в точке 0x , то 
существует такая окрестность точки 0x , в которой функ-
ция ограниченна. 

Доказательство. Функция  xfy   непрерывна в 
точке 0x         00:00 xfxfxxx . 
Зафиксируем произвольное значение 0 , тогда 
     0xfxf         0xfxf   
        00 xfxfxf , следовательно,  xfy   огра-

ниченна в окрестности  0xU . 
Теорема 4.2 (о сохранении знака непрерывной функ-

ции). Если функция  xfy   непрерывна в точке 0x  и 
  00 xf  (   00 xf ), то существует  0xU , что для всех 

х, входящих в  0xU , выполняется неравенство   0xf  
(   0xf ). 

Доказательство. Функция  xfy   непрерывна в 
точке 0x         00:00 xfxfxxx . 

Пусть   00 xf  и зафиксируем  02
1 xf , тогда 

        00 xfxfxf , 

         0000 2
1

2
1 xfxfxfxfxf  , 

     00 2
3

2
10 xfxfxf  , следовательно,   0xf  

 0xUx  .  
Случай   00 xf  доказывается аналогично. 
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Теорема 4.3 (о непрерывности суммы, произведения 
и частного). Если функции  xfy   и  xgy   непрерыв-
ны в точке 0x , то функции    xgxfy  ,    xgxfy   и 

 
 xg
xfy   (   00 xg ) непрерывны в точке 0x . 

Доказательство. Функции  xfy   и  xgy   не-
прерывны в точке 0x , тогда    0

0

lim xfxf
xx




, 

   0
0

lim xgxg
xx




. 

            00
000

limlimlim xgxfxgxfxgxf
xxxxxx




. 

            00
000

limlimlim xgxfxgxfxgxf
xxxxxx




. 

 
 

 
 

 
 0

0

0

0

0 lim

lim
lim

xg
xf

xg

xf

xg
xf

xx

xx

xx







. 

Следовательно, функции    xgxfy  , 

   xgxfy   и  
 xg
xfy   (   00 xg ) непрерывны в точке 

0x . 
Теорема 4.4 (о непрерывности сложной функции). 

Если функция  xgt   непрерывна в точке 0x , функция 
 tfy   непрерывна в точке  00 xgt  , то функция 
  xgfy   непрерывна в точке 0x . 

Доказательство. Функция  xgt   непрерывна в точ-
ке 0x , тогда     00

0

lim txgxg
xx




. Функция  xfy   непре-

рывна в точке 0t , тогда    0
0

lim tftf
tt




. Получаем, что 
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       00
0

lim xgftfxgf
xx




, следовательно, функция 

  xgfy   непрерывна в точке 0x . 
Задания 

1. Докажите непрерывность функции 
x

xxf
32
3)(




  в 

точке 5,00 x . 
2. Докажите непрерывность функции 

123)( 2  xxxf  в точке   ;0x , используя опре-
деление непрерывности функции в точке по Гейне. 

3. Докажите непрерывность функции f в точке х0 по 
Коши: 

3.1. 13)( 2  xxf  и 20 x ;      
3.2. 25)( 2  xxf  и 30 x . 
4. Докажите непрерывность функции f в точке 
  ;0x  «на языке приращений»: 
4.1. 13)( 2  xxxf ;      4.2. 4113)( 2  xxxf . 
 

4.2. Непрерывность функций на множестве 
Определение 4.10. Функция называется непрерывной 

на множестве, если она непрерывна в каждой точке этого 
множества. 

Теорема 4.5 (I теорема Вейерштрасса). Если функ-
ция непрерывна на  ba; , то она ограничена на нем. 

Доказательство. (Метод от противного). Пусть 
функция  xfy   непрерывна на  ba;  и неограниченна на 
нем. Разделим отрезок  ba;  пополам, тогда хотя бы в од-

ном из отрезков 



 

2
; baa  и 



  bba ;

2
 функция  xfy   
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будет неограниченной. Этот отрезок обозначим  11;ba . От-
резок  11;ba  снова разделим пополам. Хотя бы на одном из 
двух полученных отрезков функция будет неограниченной, 
и его обозначим  22 ;ba . Продолжим этот процесс до бес-
конечности и получим последовательность вложенных от-
резков       ...;...;; 2211  nn bababa , на каждом из ко-
торых функция  xfy   неограниченна. Длина  nn ba ;  есть 

nnn
abab

2


 .   0
2

limlim 



 nnnnn

abab . Последователь-

ность вложенных отрезков является стягивающейся, сле-
довательно, существует единственная точка с, что выпол-
няется неравенство nn bсa   при всех натуральных зна-
чениях n. Тогда сba nnnn




limlim .  

Так как функция  xfy   непрерывна на  ba; , то 
она непрерывна и в точке с. Тогда по теореме 4.1 сущест-
вует  сU , в которой функция  xfy   ограниченна. 
Подберем такое значение n, что    сUba nn ; , следова-
тельно, функция  xfy   ограниченна на  nn ba ;  – проти-
воречие. Таким образом, функция  xfy   ограниченна на 
 ba; . Теорема доказана. 

Если функция  xfy   непрерывна на  ba; , то она 
ограниченна на нем, значит, ограничено множество значе-
ний функции, следовательно, существуют  fEm inf  и 

 fEM sup . 
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Теорема 4.6 (II теорема Вейерштрасса). Если функ-
ция непрерывна на  ba; , то она достигает на нем своего 
наименьшего и наибольшего значения, то есть существует 
точка  baс ; , такая, что   mсf  , и существует точка 

 bad ; , такая, что   Mdf  . 
Доказательство проведем для точки  bad ;  мето-

дом от противного.  
Пусть не существует такой точки  bad ; : 

  Mdf  , получается, что для всех значений х из  ba;  
  Mxf  . 

Рассмотрим функцию    xfM
x




1 . Функция 

 xy   непрерывна на  ba; , тогда она будет ограниченна 

на нем, то есть     KxbaxK  ;0 .   K
xfM



1 , 

 
K

xfM 1
 ,  

K
Mxf 1

 . Число 
K

M 1
  является 

верхней границей множества значений функции  fE  и 

M
K

M 
1 , а  fEM sup , получили противоречие. Зна-

чит, существует точка  bad ; , такая, что   Mdf  . 
Аналогично доказывается, что существует точка 

 baс ; , такая, что   mсf  . 
Теорема 4.7 (I теорема Больцано-Коши) Если функ-

ция непрерывна на  ba;  и на концах этого отрезка прини-
мает значения разных знаков, то существует хотя бы одна 
точка  baс ; , в которой   0cf . 
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Доказательство. Пусть   0af ,   0bf  (рис. 24). 
Разделим отрезок  ba;  пополам точкой 1c . Если   01 cf , 
то теорема доказана. Если   01 cf , то возможны два слу-
чая   01 cf  или   01 cf . Выберем половину отрезка, на 
концах которого функция  xfy   принимает значения 
разных знаков, и обозначим его  11;ba . 

Разделим отрезок  11;ba  пополам точкой 2c . Если 
  02 cf , то теорема доказана. Если   02 cf , то выберем 

из двух отрезок, на концах которого функция  xfy   
принимает значения разных знаков, и обозначим его 
 22 ;ba . 

Продолжим этот процесс, и либо на каком-то шаге 
получим точку kc :   0kcf  и теорема доказана, либо не 
получится найти точки ни на каком из шагов и тогда про-
должим этот процесс до бесконечности. В результате по-
лучится последовательность вложенных отрезков 
      ...;...;; 2211  nn bababa . Длина  nn ba ;  есть 

nnn
abab

2


 ,   0
2

limlim 



 nnnnn

abab . Последователь-

ность вложенных отрезков является стягивающейся, сле-
довательно, существует единственная точка с, что выпол-
няется неравенство nn bсa   при всех натуральных зна-
чениях n, причем   0naf ,   0nbf . Получаем, что 

bbcaa nn   и сba nnnn



limlim .  

Функция  xfy   непрерывна в точке с, тогда 
   cfaf nn




lim  и    cfbf nn



lim .   0naf , следователь-
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но,   0lim 
 nn

af , то есть   0cf .   0nbf , следователь-

но,   0lim 
 nn

bf , то есть   0cf .Тогда   0cf . 

Теорема 4.8 (II теорема Больцано-Коши). Если 
функция непрерывна на  ba; , причем    bfaf  , тогда 
для любого числа С, заключенного между числами  af  и 
 bf , найдется точка  baс ; , в которой   Ccf  . 

Доказательство. Пусть    bfBAaf   и 
BCA  . Функция     Cxfx   непрерывна на  ba;  
    0 CACafa  
    0 CBCbfb  

Тогда по I теореме Больцано-Коши точка  baс ; , в 
которой   0c ,     0 Cсfс , то есть   Ccf  . 

Следствие. Если функция непрерывна на  ba;  и 

 
 xfm

ba;
inf , 

 
 xfM

ba;
sup , то функция  xfy   на  ba;  

принимает все значения из  Mm; . 
Метод интервалов. Необходимо решить неравенство 

  0xf , где функция  xfy   непрерывна на  ba; . Ре-
шим уравнение   0xf , оно имеет n корней 

bxxxa n  ...21 . Можно утверждать что внутри ин-
тервалов  1; xa ,  21; xx , …,  bxn ;  функция  xfy   со-
храняет постоянный знак. Поэтому достаточно взять на 
каждом из интервалов одну пробную точку и посмотреть в 
ней знак функции. Тот же знак будет иметь функция на 
всем интервале. Объединим промежутки, на которых 
  0xf , и получим решение неравенства. 
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Теорема 4.9 (о непрерывности обратной функции). 
Если функция  xfy   монотонна и непрерывна на  ba; , 
тогда на     bfaf ;  определенна, монотонна и непрерывна 
обратная функция  yfx 1 . 

Доказательство. В теореме 1.6. было доказано, что 
если функция  xfy   строго возрастает, то существует 
обратная функция  yfx 1  на     bfaf ; , которая тоже 
строго возрастает. Докажем, что функция  yfx 1  на 
    bfaf ;  непрерывна. Но сначала докажем непрерыв-

ность на     bfaf ; . Для любого     bfafy ;0   обозна-
чим  0

1
0 yfx  , тогда  00 xfy  . 

 
Рис. 10 

Пусть 0  такое, что    baxx ;; 00    (рис. 
10), то есть выполняется неравенство 

bxxxa   000 , поскольку функция  xfy   
строго возрастает, то        000 xfxfxf , то есть 
     000 xfyxf . Подберем 0 : 
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     0000 xfyyxf . Тогда для любого 
значения y, удовлетворяющего неравенству 

  00 yyy , будет выполняться неравенство 
     00 xfyxf . Так как функция  yfx 1  строго 

возрастает, то     
0

1
0 xyfx , 

        
0

11
0

1 yfyfyf ,      
0

11 yfyf , тогда 

функция  yfx 1  непрерывна на     bfaf ; .  
Аналогично доказывается, что функция  yfx 1  

непрерывна в точке  af  справа и в точке  bf  слева. 
Непрерывность основных элементарных функций 
1. constCy   непрерывна на множестве действи-

тельных чисел. 
Доказательство. Для любого действительного числа 

0x  выполняется CC
xx


 0

lim . 

2. xy   непрерывна на множестве действительных 
чисел. 

Доказательство. Для любого действительного числа 
0x  выполняется  00

0

lim xfxx
xx




. 

3. naxy  , Nn  непрерывна на множестве действи-
тельных чисел. 

Доказательство. Функция 
раз

...
n

n xxxaaxy   не-

прерывна как произведение непрерывных функций. 
4.   nn

nn
n axaxaxaxPy  


1

1
10 ...  непрерывна 

на множестве действительных чисел. 
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Доказательство. Функция  
  nn

nn
n axaxaxaxPy  


1

1
10 ...  непрерывна как ко-

нечная сумма непрерывных функций. 

5.  
  mm

mm
nn

nn

m

n

bxbxbxb
axaxaxa

xQ
xPy












1
1

10

1
1

10

...

...  непрерыв-

на на множестве действительных чисел, за исключением 
точек, в которых знаменатель равен нулю. 

Доказательство. Функция  
 
  mm

mm
nn

nn

m

n

bxbxbxb
axaxaxa

xQ
xPy












1
1

10

1
1

10

...

...  непрерывна как 

частное двух непрерывных функций. 
6. xy sin  непрерывна на множестве действитель-

ных чисел. 
Доказательство. Для любого действительного числа 

0x  обозначим xxx  0 , тогда    00 xfxxfy  . 

    2sinsin 00 xxxy


2

cos
2

sin2 0000 xxxxxx   







 





2

cos
2

sin2 0
xxx . 

2
cos

2
sin2limlim 000







 







xxxy
xx

 0
2

cos

2

2
sin

lim
б.м.

аяограниченн

0

1

0







 











xxxx

x

x




, следовательно, функция 

xy sin  непрерывна на множестве действительных чисел. 



88 

 

7. xy cos  непрерывна на множестве действитель-
ных чисел. 

Доказательство. Функция xy sin  непрерывна на 

множестве действительных чисел, а 





  xxy

2
sincos  , 

следовательно, и функция xy cos  непрерывна на множе-
стве действительных чисел. 

8. xy tg  непрерывна на множестве действительных 

чисел, кроме Znnx  ,
2

 . 

Доказательство. Функция 
x
xxy

cos
sintg   непрерыв-

на на множестве действительных чисел, кроме 

Znnx  ,
2

 , как частное двух непрерывных функций. 

9. xy ctg  непрерывна на множестве действитель-
ных чисел, кроме Znnx  , . 

Доказательство. Функция 
x
xxy

sin
cosctg   непре-

рывна на множестве действительных чисел, кроме 
Znnx  , , как частное двух непрерывных функций. 

10. xy arcsin  непрерывна на  1;1 . 

Доказательство. Функция xy sin  на 





2
;

2
  

строго возрастает и непрерывна,    1;1sin xE , тогда на 
 1;1  существует обратная функция xy arcsin  – непре-
рывная и строго возрастающая. 

11. xy arccos  непрерывна на  1;1 . 
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Доказательство. Функция xy cos  на  ;0  строго 
убывает и непрерывна,    1;1cos xE , тогда на  1;1  су-
ществует обратная функция xy arccos  – непрерывная и 
строго убывающая. 

12. xy arctg  непрерывна на множестве действи-
тельных чисел. 

Доказательство. Функция xy tg  на 







2
;

2
  

строго возрастает и непрерывна,   RxE tg , тогда на 
множестве действительных чисел существует обратная 
функция xy arctg  – непрерывная и строго возрастающая. 

13. xy arcctg  непрерывна на множестве действи-
тельных чисел. 

Доказательство. Функция xy ctg  на  ;0  строго 
убывает и непрерывна,   RxE ctg , тогда на множестве 
действительных чисел существует обратная функция 

xy arcctg  – непрерывная и строго убывающая. 
14. Показательная функция xay  , 0a , 1a  не-

прерывна на множестве действительных чисел. 
Доказательство. Для любого действительного числа 

0x . 
1) Пусть 1a , для любого действительного числа 0x  

обозначим xxx  0 , тогда    00 xfxxfy  . 
 100000   xxxxxxxx aaaaaaay . Докажем, 

что   01lim
0





x

x
a . 

   1:00 xaxx  

   1xa ,  
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   11 xa , 
      1loglog1log a

x
aa a , 

     1log1log aa x . Пусть 
        1log;1log; aa , тогда для любого 

  ;x  выполняется неравенство 
     1log1log aa x , следовательно, выполняется 

 1xa  и   01lim
0





x

x
a , значит xay  , 1a  непре-

рывна на множестве действительных чисел. 

2) Пусть 10  a , 










x

x

a

ay
1
1  и 11


a

, тогда функ-

ция 
x

a
y 








1  непрерывна на множестве действительных 

чисел, а функция 










x

x

a

ay
1
1  непрерывна на множестве 

действительных чисел как частное непрерывных функций. 
15. Логарифмическая функция xy alog , 0a , 1a  

непрерывна на луче  ;0 . 
Доказательство. Логарифмическая функция 

xy alog , 0a , 1a  непрерывна на луче  ;0  по тео-
реме о непрерывности обратной функции. 

16. Степенная функция xy  , R  непрерывна на 
луче  ;0 . 

txx eeexy  lnln  

, где xt ln .  
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Функция tey   непрерывна на множестве действи-
тельных чисел, функция xt ln  непрерывна на луче 
 ;0 , тогда по теореме о непрерывности сложной функ-
ции функция xey ln  непрерывна на луче  ;0 , следо-
вательно, и функция xy   непрерывна на луче  ;0 . 

Таким образом, доказана непрерывность всех эле-
ментарных функций. 

Все функции, полученные из элементарных путем 
арифметических действий и композиций, являются непре-
рывными на своей области определения. 
Задания 

1. Будет ли функция 13)( 5  xxxf  в какой-либо 
точке отрезка  2;1  принимать значение, равное нулю? 

2. Для функции 
242

1)( 2 



xx

xxf  имеем 

9
4)5( f ; 

5
2)7( f . Следует ли отсюда существование 

такого с из интервала  7;5 , что 0)( cf ? 
3. Можно ли утверждать, что функция, определенная 

на некотором отрезке и принимающая на концах этого от-
резка значения разных знаков, будет в некоторой точке от-
резка принимать значение, равное нулю? 

4. Может ли функция, непрерывная на отрезке  ba;  и 
принимающая значение, равное нулю, лишь в единствен-
ной точке интервала  ba; , не принимать на   ba;  значе-
ний разных знаков? 
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5. Для функции 
 










42если,64

,20если,4
)(

2

2

xx

xx
xf  

имеем 4)0( f , 10)2( f , 6)4( f . Существуют ли зна-
чения с и d такие, что 1)( cf  и 7)( df ? 

6. Можно ли утверждать, что функция, определенная 
во всех точках отрезка, будет ограниченна на нем? 

7. Существует ли непрерывная функция, отобра-
жающая отрезок  ba;  на всю числовую прямую? 

8. Всегда ли функция, определенная во всех точках 
отрезка и ограниченная на нем, достигает на этом отрезке 
наибольшего и наименьшего значений? 

9. Можно ли утверждать, что функция, непрерывная 
на отрезке, достигает на этом отрезке наибольшего (наи-
меньшего) значения лишь в единственной точке? 

10. Множество значений функции f, определенной на 
отрезке  ba; , есть отрезок. Можно ли утверждать, что 
функция f непрерывна на отрезке  ba; ? 

11. Докажите, что если функция f непрерывна на от-
резке  ba; , то множество ее значений на этом отрезке есть 
либо некоторый отрезок, либо одна единственная точка. 

12. Может ли функция, непрерывная на множестве Х, 
принимать на этом множестве только два различных зна-
чения, если 

а) Х – отрезок;  
б)    7;65;3 Х . 
13. Существует ли непрерывная функция, отобра-

жающая отрезок  ba;  на интервал  DС; ? 
14. Существует ли непрерывная функция, отобра-

жающая отрезок  ba;  на множество    3;21;0 M ? 
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4.3. Равномерная непрерывность 
Функция  xfy   непрерывна в точке 0x , если 

      00:00 xfxfxxx . 
В определении непрерывности по Коши, мы знаем, 

что   зависит от  . Возникает вопрос, а только ли от  ? 

Например, рассмотрим функцию 
x

y 1
  на луче 

 ;0 (рис. 11). 

 

 
Рис. 11 
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Можем ли мы подобрать  , не зависящее от 0x ? 
Предположим, что можем. Будем рассуждать от противно-
го и допустим, что 00   , не зависящее от 0x , что 

      00: xfxfxxx . Рассмотрим произвольное 
 1;00 x , удовлетворяющее неравенству 0x , и х: 

01
10

x
x


 . 

Тогда 00 xx  , следует, что  0xx . 

Получаем, что     





00

0

0
0

1111
xx

x
xx

xfxf  

– противоречие, следовательно,   зависит от   и от 0x . 
Таким образом, мы не смогли подобрать  , которое не за-
висит от 0x . А для других функций это возможно? 

Определение 4.11. Функция  xfy   равномерно 
непрерывна на множестве Х  

      xfxfxxxx :,00 . 
Равномерная непрерывность функции на множестве 

Х означает, что в любом месте этого промежутка одна и та 
же степень близости значений аргумента x  и x   обеспечи-
вает заданную (выбором  ) близость соответствующих 
значений функции  xf   и  xf  . 

Поясним равномерную непрерывность на следующей 
модели. Представим себе, что график заданной непрерыв-
ной функции  xfy   есть некоторая тонкая, но жесткая 
стальная нить. Необходимо изготовить муфту длины 2  с 
цилиндрическим отверстием диаметра 2  (рис. 12), кото-
рая могла бы свободно передвигаться вдоль этой нити, со-
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храняя при этом положение, при котором её ось парал-
лельна оси Ох. 
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Рис. 12 

Теорема 4.10 (теорема Кантора). Если функция 
 xfy   непрерывна на  ba; , то она равномерно непре-

рывна на этом отрезке. 
Доказательство. (Метод от противного). Пусть 

функция  xfy   непрерывна на  ba; , но не является рав-
номерно непрерывной на этом отрезке, то есть 

      xfxfxxxx :,00 . Рассмот-

рим 






 ;...1;...;

3
1;

2
1;1

n
 , тогда 
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 




 





  111111 1:,1 xfxfxxxx ,  

 




 





  222222 2

1:,
2
1 xfxfxxxx , 

 




 





  333333 3

1:,
3
1 xfxfxxxx , 

………………………………………………, 

 




 





  nnnnnn xfxf

n
xxxx

n
1:,1 ,  

………………………………………………… 
Таким образом, из  ba;  выделим две ограниченные 

последовательности: ;...;...;; 21


nxxx  и ;...;...;; 21


nxxx . По 
теореме Больцано-Коши выделим сходящуюся подпосле-

довательность   0xx
kn  . Докажем, что подпоследова-

тельность   0xx
kn   

00 xxxxxx
kkkk nnnn 

00
1 xx
n

xxxx
kkkk nnnn  . 

Если   0xx
kn  , то   0xx

kn  . 
Так как функция  xfy   непрерывна, то 

 0xfxf
kn 




   и  0xfxf

kn 




   и 

0




 





 

kk nn xfxf , а это противоречит, тому что 






 





 

nn xfxf . 
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Глава 5. Дифференциальное исчисление 
5.1. Понятие производной и дифференцируемой 
функции 

Рассмотрим функцию  xfy  , заданную на  ba; . 
Зафиксируем произвольную точку х из  ba; . х  – произ-
вольное число, настолько малое, что  baхх ; , причем 

0х . 
Приращением функции  xfy   в точке х, отве-

чающим приращению аргумента х , будем называть чис-
ло    xfxxfy  . 

Определение 5.1. Производной функции  xfy   в 
данной фиксированной точке х называется предел при 

0х  отношения приращения функции к приращению 

аргумента.  xf
x
y

x





 0
lim . 

Определение 5.2. Правой производной функции 
 xfy   в фиксированной точке х называется предел от-

ношения приращения функции к приращению аргумента 

при 00 х , т.е. 0х  и 0х .  
x
yxf

x 



 00

lim0 . 

Левой производной функции  xfy   в фиксиро-
ванной точке х называется предел отношения приращения 
функции к приращению аргумента при 00 х , т.е. 

0х  и 0х ).  
x
yxf

x 



 00

lim0 . 

Если функция  xfy   в точке х имеет производную 
 xf  , то эта функция в точке х имеет как правую, так и 
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левую производную, причем      xfxfxf  00 . 
Если же    00  xfxf , то  xf   не существует. 

Определение 5.3. Функция  xfy   называется диф-
ференцируемой в точке х, если приращение функции у  
этой функции в точке х может быть представлено в виде 

  xxxAу   , где А – некоторое число, не зави-
сящее от х , а  x  – бесконечно малая функция аргу-
мента х  при 0х . 

Теорема 5.1 (о связи между дифференцируемостью 
функции и существованием у этой функции производной). 
Для того, чтобы функция  xfy   была дифференцируема 
в точке х, необходимо и достаточно, чтобы она в этой точ-
ке имела конечную производную.  

Доказательство. (Необходимость). Функция 
 xfy   дифференцируема в точке х, тогда 

  xxxAу   ,  xA
x
у



  ,  

   AxA
x
у

xx








00
limlim , следовательно,   Axf  . 

(Достаточность). Функция  xfy   в точке х имеет 

конечную производную, тогда  
x
уxf

x 



 0

lim . Рассмотрим 

   xf
x
ух 




 .   
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   limlim
00







 






xf
x
ух

xx


      0limlim
00








xfxfxf
x
у

xx
, следовательно, 

   xf
x
ух 




  бесконечно малая.  

    xxfуxх  ,     xхxxfу   , 
тогда функция  xfy   дифференцируема в точке х. 

Доказанная теорема позволяет нам в дальнейшем 
отождествлять понятие дифференцируемости функции в 
данной точке с понятием существования конечной произ-
водной в функции в данной точке. 

Операцию нахождения производной будем называть 
дифференцированием. 

Определение 5.4. Пусть функция  xfy  , опреде-
ленная на  ba; , имеет конечную производную в каждой 
точке  baх ; , тогда на  ba;  определена производная 
функция  xfу  . 

Теорема 5.2 (о связи дифференцируемой и непрерыв-
ной функций). Если функция f дифференцируема в точке х, 
то она непрерывна в этой точке. 

Доказательство. Функция f дифференцируема в точ-
ке х, тогда   xxxAу   ,  

   0limlim
00




xxxAу
xx

 , следовательно, функ-

ция f непрерывна в точке х. 
Обратная теорема не верна. Например, функция 

xy   непрерывна в точке 0x , но не дифференцируема.     
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  1lim
00

lim00
0
0

0
0















 x

x
x
x

f
x
x

x
x

.   

  1lim
00

lim00
0
0

0
0















 x

x
x
x

f
x
x

x
x

.      

   0000  ff , следовательно,  0f   не суще-
ствует.  

А   000limlim
00




xy
xx

, тогда функция xy   

в точке 0x  непрерывна и не дифференцируема. 
 
Рассмотрим функцию f, дифференцируемую в точке 

х.  
  xxxAу   .  xfА  .  

  xxfxA   – главная часть приращения у . 
  xx   – бесконечно малая функция более высо-

кого порядка, чем х . 
Определение 5.5. Дифференциалом функции f в 

точке х называется главная часть приращения у  и обо-
значается   xxfdf   

Геометрический смысл производной и диффе-
ренциала 

Рассмотрим график функции  xfy  , определен-
ной и непрерывной на  ba; . Зафиксируем произвольную 
точку  bax ; , придадим ей приращение 0x , такое, 
чтобы  baxx ; . На рис. 13 точка   xfxM ; , 

  xxfxxP  ;  фиксированная, прямая МР – секущая. 
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Рис. 13 

Определение 5.6. Если существует предельное поло-
жение секущей МР при стремлении точки Р графика 
функции к точке М ( 0x ), то это предельное положение 
называется касательной к графику функции  xfy   в 
данной фиксированной точке М. 

Из этого определения следует, что для существова-
ния касательной к графику функции  xfy   в точке М 
достаточно существование   00

lim  


x
x

. 

Геометрический смысл производной. Если функция 
 xfy   имеет в данной фиксированной точке х производ-

ную, то существует касательная к графику функции 
 xfy   в точке   xfxM ; , причем угловой коэффициент 

этой касательной (то есть тангенс угла наклона ее к поло-
жительному направлению оси абсцисс) равен производной 
 xf  . 
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Доказательство. В треугольнике МNP   90N , 

     
x

xfxxf
x
yx








tg ,  
x
yx




 arctg . Так как 

существует производная  xf  , то  xf
x
у

x





 0
lim , функция 

tu arctg  непрерывна на множестве действительных чи-

сел, тогда существует  xf
x
y

x






arctgarctglim

0
 и 

   xfx
x




arctglim
0
 . Это и означает, что существует 

предельное положение секущей, то есть существует  каса-
тельная к графику функции  xfy   в точке   xfxM ; , 
причем угол наклона 0  касательной  к положительному 
направлению оси абсцисс равен  xf  arctg0 , 

 xf 0tg ,  xfk  . 
Геометрический смысл дифференциала. Дифферен-

циал функции  xfy   в точке х равен приращению орди-
наты касательной к графику функции в этой точке, когда х 
получает приращение x .  

  xxfdy  ,  
x

dyxf


 , 
x

dy


0tg  в треугольнике 

MNQ  (  90N ) QNdy  . 
Уравнение касательной и нормали 

    000 xfxxxfy   – уравнение касательной,  

     00
0

1 xfxx
xf

y 



  – уравнение нормали. 

Правила дифференцирования 
Теорема 5.3 (о дифференцировании суммы, произве-

дения и частного функций). Пусть функции  xuy   и 
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 xvy   дифференцируемы в точке х, тогда сумма, произ-
ведение и частное этих функций (частное при условии, что 
значение   0xv ) также дифференцируемы в этой точке, 

причем:   vuvu  ,   vuvuvu  , 

2v
vuvu

v
u 









 . 

Доказательство. 
1) vuy  , 0x  

             xvxuxxvxxuxyxxyy  
         vuxvxxvxuxxu  .    

vu
x
v

x
u

x
v

x
u

x
y

xxxx




























 0000
limlimlimlim .   

  vuvu  . 
2) vuy  , 0x  
             xvxuxxvxxuxyxxyy   

         xvxxuxxvxxu
         xvxuxvxxu   
              xuxxuxvxvxxvxxu   
    uxvvxxu  .   

    


















 x
uxv

x
vxxu

x
y

xx 00
limlim  

    uvvu
x
uxv

x
vxxu

xxx










 000

limlimlim .   

  vuvuvu  .   

3) 
v
uy  ,   0xv ,   0 xxv  0x   
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     
 

 
  





xv
xu

xxv
xxuxyxxyy    

       
    





xxvxv

xxvxuxvxxu   

                 
    





xxvxv

xxvxuxvxuxvxuxvxxu   

             
   xxvxv

xvxxvxuxuxxuxv







   
   xxvxv

vxuuxv



 .     

   
   00

limlim
xxvxv

x
vxu

x
uxv

x
y

xx
































   
    2

0

00

lim

limlim

v
vuvu

xxvxv
x
vxu

x
uxv

x

xx 













 .  

 
2v

vuvu
v
u 









 .                        

Теорема 5.4 (о дифференцировании сложной функ-
ции). Пусть функция  tx   дифференцируема в точке t, а 
функция  xfy   дифференцируема в соответствующей 
точке  tx  , тогда сложная функция   tfy   диффе-
ренцируема в точке t, причем 

            ttftxftf   . 
 



106 

 

Доказательство.  
0t ,    tttx   ,    xfxxfy   

 xfy   дифференцируема, тогда 
    xxxxfу        

   
t
xx

t
xxf

t
у










         

 tx   дифференцируема в точке t, то  t
t
x

t





 0
lim  

 tx   непрерывна в точке t, то 0lim
0




х
t

 и 

  0lim
0




х
ч
  

       txf
t
xx

t
xxf

t
y

ttt
 












 000
limlimlim  

            ttftxftf   . 
Теорема 5.5 (о дифференцировании обратной функ-

ции). Пусть функция  xfy   возрастает (убывает) и не-
прерывна в некоторой окрестности точки х. Пусть f диф-
ференцируема в точке х и ее производная равна   0 xf , 
тогда в некоторой окрестности точки  xfy   определена 
обратная функция  yfx 1 , дифференцируемая в точке 

у и     xf
yf




 11 . 

Доказательство. Функция  xfy   строго монотон-
на и непрерывна, тогда существует обратная функция 

 yfx 1 , строго монотонная и непрерывная.  
Пусть 0y , составим приращение обратной функ-

ции    yfyyfx 11   . 0х  из-за строгой моно-
тонности обратной функции.     
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y
xy

x






 1 . 

При стремлении 0y  в связи с непрерывностью 
обратной функции 0х . 

   yfyyfx 11   ,  
  хyyfx  1 ,  

 yyfxх  1 , 
  yyxхf  ,  

  yxхfy  ,  
   xfxхfy  . 

   
   

x
xfxхfy

yfyyf
y
x

xyy



















1limlimlim
0

11

00

 

    xf
yf




 11  

Производные элементарных функций 
1. 0С  

Доказательство. Сy  , 0limlim
00










 x

CC
x
yy

xx
. 

Следствие 1. Постоянный множитель можно выно-

сить за знак производной   uCuС  . 
Доказательство. 

  uCuCuuCuCuС  0 . 

2.   xx cossin   для любого действительного числа 
х. 
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Доказательство. xy sin ,  

  



2

cos
2

sin2sinsin xxxxxxxxxy







 




2
cos

2
sin2 xxx . 







 










2
cos

2

2
sin xxx

x

x
y  

xxxx

x

x
yy

xx
cos

2
cos

2

2
sin

limlim

0

1

00
























 




































. 

3.   xx sincos   для любого действительного числа 
х. 

Доказательство. 





  xxy

2
sincos  .  

  xxxxy
22

cos
2

sincos 







 






 

















 



  xx sin1
2

cos 





 
 . 

4.  
x

x 2cos
1tg   для любого действительного числа 

Znnx  ,
2

 . 
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Доказательство.  

     














x
xxxx

x
xxy 2cos

cossincossin
cos
sintg  

 
xx

xx
x

xxxx
22

22

2 cos
1

cos
sincos

cos
sinsincoscos







 . 

5.  
x

x 2sin
1сtg   для любого действительного числа 

Znnx  , . 
Доказательство. 

     













x
xxxx

x
xxy 2sin

sincossincos
sin
cosctg  

 
xx

xx
x

xxxx
22

22

2 sin
1

sin
cossin

sin
coscossinsin 







 . 

6.  
ax

xa ln
1log   для любого действительного числа 

0x . 
Доказательство. xy alog  при 0a , 1a , 0x . 

Зафиксируем произвольную точку х и придадим ей произ-
вольное приращение 0x . 

 







 











x
xx

xx
xxx

x
y

a
aa log1loglog  

x
x

aa x
x

xx
x

x
x

x







 







 



 1log11log1 . 

ax
e

xx
x

xx
yy a

e

x
x

axx ln
1log11log1limlim

00







 














. 
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7.  
x

x 1ln   для любого действительного числа 

0x . 

Доказательство.    
xex

xx e
1

ln
1logln  . 

8.   aaa xx ln
  для любого действительного числа х. 

Доказательство. xay   при 0a , 1a  является 
обратной к функции yx alog . 

 
 

aaay

ay
y

a x

a

x lnln

ln
1
1

log

1


 . 

9.   xx ee 
  для любого действительного числа х. 

Доказательство.   xxx eeee 
 ln . 

10.  
21

1arcsin
x

x


  для любого действительного 

числа  1;1x . 
Доказательство. xy arcsin  является обратной к 

функции yx sin . 

 
  22 1

1
sin1
1

cos
1

sin

1arcsin
xyyy

x





 . 

11.  
21

1arccos
x

x



  для любого действительного 

числа  1;1x . 
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Доказательство. xy arccos  является обратной к 
функции yx cos . 

 
  22 1

1
cos1

1
sin
1

cos

1arccos
xyyy

x









 . 

12.   21
1arctg
x

x


  для любого действительного 

числа х. 
Доказательство. xy arctg  является обратной к 

функции yx tg . 

 
  22

2

1
1

tg1
1cos

tg

1arctg
xy

y
y

x





 . 

13.   21
1arcctg
x

x



  для любого действительного 

числа х. 
Доказательство. xy arcctg  является обратной к 

функции yx ctg . 

 
  22

2

1
1

ctg1
1sin

ctg

1arcctg
xy

y
y

x







 . 

14.   1
  xx , R  для любого действительного 

числа 0x . 
Доказательство. 

 xaaxy log . 

     loglog logln 



   xaaax a

xx aa

1log 1
ln
1ln   



x
x

x
ax

aa xa . 

Производная любой элементарной функции пред-
ставляет собой также элементарную функцию, то есть опе-
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рация дифференцирования не выводит нас из класса эле-
ментарных функций. 

Инвариантность формы дифференциала 
Задана функция  xfy  , если х независимая пере-

менная,  dxxfdy  . 
Рассмотрим случай, когда аргумент х является диф-

ференцируемой функцией  tx  . Мы получили сложную 
функцию   tfy  . Вычислим ее дифференциал: 

          dxxfdtttfdttfdy
dxx

   .  

Таким образом, дифференциал имеет один и тот же 
вид для независимой переменной х и для дифференцируе-
мой функции  tx  . Это свойство принято называть ин-
вариантностью формы дифференциала. 

Замечание. Производную функции f обозначают 

 xf
dx
df  . 

Применение дифференциала для приближенных 
вычислений 

dxxfdy )( 0 , т.к. xdx  , то xxfdy  )( 0 . 
Из условий xxxAy  )(  и xAdy   сле-

дует, что xxdyy  )( . 
Таким образом, приращение функции отличается от 

дифференциала функции на бесконечно малую функцию, 
следовательно, dyy  . Значит, xxfyy  )( 00 ,      

00 )( yxxfy  . 
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Логарифмическое дифференцирование. Произ-
водная показательно-степенной функции 

Пусть дана функция  xfy   положительная и диф-
ференцируемая в точке х. 

  y
y

yyy 
1nlln . 

Величину  yln  принято называть логарифмической 
производной функции  xfy   в точке х. 

Вычислим производную показательно-степенной 
функции    xvxuy  , где  xuy   и  xvy   дифференци-
руемые, причем   0 xuy . 

           xuxvxuy xv 


 lnlnln  

         xu
xu

xvxuxv 
1ln

 
  






 




u
uvuvuu vv ln . 

Дифференцирование функции, заданной  
параметрически 

До сих пор мы рассматривали уравнения линий на 
плоскости, связывающие непосредственно координаты х и 
у. Однако часто применяется другой способ задания линии, 
в котором координаты х и у рассматриваются как функции 
новой переменной t.  

Уравнения 
 
 







ty
tx




 называют параметрическими 

уравнениями, а переменная t – параметром.  
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Функции  tх  ,  ty   имеют производные по 
параметру t, а функция  tх   имеет обратную. Произ-
водная функции, заданной параметрически, вычисляется 

по формуле   
 t
tyx 





 . 

Физический смысл производной 
Физический смысл производной: если материальна 

точка движется прямолинейно и неравномерно по зако-
ну  tхх  , где х – расстояние, t – время, то мгновенная 
скорость есть производная пути по времени    tхtv  , а 
ускорение в данный момент времени как производная от 
скорости    tvta  . 

Производные и дифференциалы высших степеней 
Производная  xfy   функции  xfy  , опреде-

ленной и дифференцируемой на  ba; , представляет собой 
функцию, определенную на  ba; . Если функция  xfy   
дифференцируема, то можно вычислить ее производную 

 xfy   – ее называют производной второго порядка. 
Также вводится понятие производной третьего порядка и 
т.д. Если предположить, что нами введено понятие (n-1) 
производной и что она дифференцируема, то, вычислив от 
нее производную, получим производную n-го порядка, 
обозначаемую   xfy n . 

Таким образом, понятие n-ой производной вводится 
индуктивно, переходя от первой производной к после-

дующим         xfxf nn 1 . 
Функцию, имеющую на множестве Х конечную про-

изводную n-го порядка, называют n раз дифференцируе-
мой на этом множестве. 
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Дифференциалы высших порядков 
Если х независимая переменная, то  dxxfdy   

  22 dxxfyd  , …,    nnn dxxfyd  . 
Если  же  tx  , то  dxxfdy  . А 

    xdxfdxxfyd 22  .  
Второй и последующие дифференциалы не обладают 

свойством инвариантной формы. 
Производные высших степеней функции,  

заданной параметрически  
 

 3


 








t

tx
xx

y
y .   

 
t

txx
xxx

y
y




 .   

Задания 
1. Накладываются ли при определении производной 

функции в точке 0x какие-либо ограничения на x  из чис-
ла нижеприводимых: 

а) 0x ; б) 0x ; в) 0x ; г) 0x ; д) 0x ;  
е)  fDxx 0 ;  
ж) f непрерывна на  xxxx  00 ; . 
2. Найдите производную функции 723)( 2  xxxf  

в точке 10 x  по определению. 
3. Докажите, что функция f имеет производную в 

точке 00 x . 

3.1. 











0если,
,0если,

)(
2

3

xx
xx

xf ; 3.2. 









Ixx
Qx

xf
если,

,если,0
)( 2

. 
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4. Докажите, что ни одна из функций f не имеет про-
изводной в указанной точке. Что можно сказать о непре-
рывности этих функций в указанных точках? 

4.1. 








;0если,12

,0если,
)(

2

xx
xx

xf 00 x ;  

4.2. 1)(  xxf ;  10 x . 

5. Докажите, что функция  21
2
1)(  xxf  диффе-

ренцируема в точках 10 x  и 20 x . Найдите дифферен-
циал в этих точках. 

6. Покажите, что функция f не дифференцируема в 
указанных точках: 

6.1. 3 3)(  xxf ;   

6.2. 











;0если,0

,0если,1arctg
)(

x

x
x

x
xf    00 x . 

7. 









.если,
,если,

)(
0

0
3

xxbax
xxx

xf  Как следует подобрать 

коэффициенты a и b, чтобы функция f была непрерывна и 
дифференцируема в точке 0x ? 

8. Определите, какого порядка производными обла-

дает в точке 0x  функция 








0если,2sin

;0если,cos2
)(

xx
xxx

xf  и 

вычислите производные в точке 0x . 
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5.2. Основные теоремы о дифференцируемых 
функциях 

Определение 5.7. Функция  xfy   строго возрастает 
в точке с, если существует окрестность точки с  сU

, что 
для всех  сUх  :  при cx      cfxf  , при cx   
   cfxf  . 

Определение 5.8. Функция  xfy   строго убывает в 
точке с, если существует окрестность точки с  сU , что 
для всех  сUх  :  при cx      cfxf  , при cx   
   cfxf  . 

Определение 5.9. Функция  xfy   имеет в точке c 
максимум, если существует  cU  и для всех  сUх   
   cfxf  . Функция  xfy   имеет в точке c минимум, 

если существует  cU  и для всех  сUх      cfxf  . 
Определение 5.10. Функция  xfy   имеет в точке с 

экстремум, если эта функция имеет в точке с либо макси-
мум, либо минимум. 

Теорема 5.6 (достаточное условие строгого возрас-
тания функции в точке). Если функция  xfy   диффе-
ренцируема в точке с и   0 сf , то функция строго воз-
растает в точке с. Если функция  xfy   дифференцируе-
ма в точке с и   0 сf , то функция строго убывает в точке 
с. 

Доказательство. Пусть   0 сf . По определению 

производной функции в точке с:      
cx

cfxfсf
cx 





lim . За-

пишем определение предела функции в точке по Коши: 
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       



 cf
cx

cfxfcxx 0:00  

Пусть  cf  , тогда        cfcf
cx

cfxf 

 , 

         cfcf
cx

cfxfcf 



 , 

     cf
cx

cfxf 



 20  выполняется  cUx o
 .  

Таким образом,     0



cx
cfxf  cUx o

 . 

 cUx o
  при cx      cfxf  , при cx   

   cfxf  , следовательно, функция  xfy   строго воз-
растает в точке с. 

Случай с   0 сf  доказывается аналогично. 
Замечание.   0 сf    0 сf  не являются необхо-

димым условием возрастания (убывания) функции. На-
пример, 3хy   возрастает в точке 0х , но 03 2  хy  при 

0х . 
Теорема 5.7 (необходимое условие экстремума диф-

ференцируемой в данной точке функции). Если функция 
дифференцируема в точке с и имеет в этой точке экстре-
мум, то   0 сf . 

Доказательство. Если функция дифференцируема в 
точке с, то существует  сf  . В точке с функция имеет экс-
тремум, значит, функция не возрастает, не убывает, то есть 
не выполняются условия   0 сf  и   0 сf , следова-
тельно,   0 сf . 

Геометрический смысл. Если в точке кривой 
 xfy  , в которой функция имеет экстремум, и сущест-
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вует касательная к этой кривой, то эта касательная парал-
лельна оси абсцисс (рис. 14). 

 
Рис. 14 

Замечание.   0 сf  – необходимое, но не достаточ-
ное условие экстремума. Например, 3хy   в точке 0х  не 
имеет экстремума, хотя 03 2  хy  при 0х . 

Теорема 5.8 (теорема Ролля). Пусть  xfy   непре-
рывна на ];[ ba , дифференцируема на  ba;  и    bfaf  . 
Тогда существует точка  ba; :   0 f . 

Доказательство. Функция  xfy   непрерывна на 
];[ ba , тогда по II теореме Вейерштрасса функция достига-

ет своего наибольшего М и наименьшего m значений. 
Если M = m, то   constmMxfy  , следова-

тельно, ];[ baх  выполняется   0 xf . 
Если mM   и    bfaf  , тогда на  ba;  функция 
 xfy   достигает либо наименьшего, либо наибольшего 
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значения, тогда существует  ba; ,   – точка экстрему-
ма, следовательно,    0 f . 

Геометрический смысл. Найдется хотя бы одна точ-
ка, в которой касательная к графику функции будет парал-
лельна оси абсцисс (рис. 15). 

 
Рис. 15 

Теорема 5.9 (теорема Лагранжа). Если функция 
 xfy   непрерывна на ];[ ba , дифференцируема на  ba; , 

то существует точка  ba; :       abfafbf   . 
Доказательство. Рассмотрим вспомогательную функ-

цию           ax
ab

afbfafxfxF 



 .  xFy   непре-

рывна на ];[ ba , дифференцируема на  ba; .  

       
ab

afbfxfxF



 . 

           0



 aa
ab

afbfafafaF . 
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           0



 ab
ab

afbfafbfbF . 

Тогда, по теореме Ролля, существует точка  ba; : 
  0 F . 

      0




ab

afbff  ,      
ab

afbff



  . 

      abfafbf    – формула Лагранжа или 
формула конечных приращений.  

Геометрический смысл. На кривой  xfy   между 
точками а и b найдется точка    fM ; , такая, что через 
эту точку можно провести касательную, параллельную се-
кущей АВ (рис. 16). 

 
Рис. 16 

  ftg  ,              
ab

afbftg AB 


  

Теорема 5.10 (теорема о постоянстве функции, 
имеющей на интервале равную нулю производную). Если 
функция  xfy   дифференцируема на  ba;  и для всех 
значений х из интервала  ba;  выполняется равенство 
  0 xf , то constCy   на  ba; . 
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Доказательство. Зафиксируем произвольную точку 
 bax ;0  , выберем любую точку  bax ; , тогда 

   baxx ;;0   или    baxx ;; 0  . Функция  xfy   непре-
рывна и дифференцируема на  xx ;0 , тогда по теореме Ла-
гранжа       00 xxfxfxf   . Но   0 f , тогда и 
    00  xfxf , то есть    0xfxf   для любого значения 

х из интервала  ba; , следовательно, constCy   на 
 ba; . 

Теорема 5.11 (необходимое и достаточное условие 
возрастания (убывания) функции). Для того, чтобы диффе-
ренцируемая на интервале  ba;  функция  xfy   возрас-
тала (убывала), на этом интервале необходимо и достаточ-
но, чтобы и для всех значений х из интервала  ba;  выпол-
нялось неравенство   0 xf  (   0 xf ). 

Доказательство. (Достаточность). Для всех значе-
ний х из интервала  ba;  выполнялось неравенство 
  0 xf . Выберем два произвольных числа  baxx ;, 21  , 

таких, что 21 xx  .    baxx ;; 21  , тогда функция  xfy   
дифференцируема и непрерывна на  21; xx  и по теореме 
Лагранжа выполняется равенство 
      1212 xxfxfxf   ,  21; xx .  

По условию   0 f , 012  xx , тогда 
    012  xfxf ,    12 xfxf  , следовательно, функция 

)(xfy   возрастает. 
При   0 xf  функция )(xfy   убывает – доказа-

тельство аналогично. 
(Необходимость). Функция )(xfy   возрастает на 

интервале  ba; , тогда она не убывает ни в одной точке 
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интервала  ba; , то есть не существует точек, в которых 
выполняется неравенство   0 xf , тогда   0 xf  для 
всех точек из интервала  ba; . 

Теорема 5.12 (достаточное условие строгого воз-
растания (строгого убывания) функции). Для того, чтобы 
дифференцируемая на интервале  ba;  функция  xfy   
строго возрастала (строго убывала), на этом интервале 
достаточно, чтобы и для всех значений х из интервала 
 ba;  выполнялось неравенство   0 xf  (   0 xf ). 

Доказательство. Для всех значений х из интервала 
 ba;  выполнялось неравенство   0 xf . Выберем два 
произвольных числа  baxx ;, 21  , таких, что 21 xx  . 
   baxx ;; 21  , тогда функция  xfy   дифференцируема и 
непрерывна на  21; xx , и по теореме Лагранжа выполняется 
равенство       1212 xxfxfxf   ,  21; xx .  

По условию   0 f , 012  xx , тогда 
    012  xfxf ,    12 xfxf  , следовательно, функция 

)(xfy   строго возрастает. 
При   0 xf  функция )(xfy   строго убывает – до-

казательство аналогично. 
Теорема 5.13 (терема Коши). Если функции  xfy   

и  xgy   непрерывны на отрезке  ba; , дифференцируе-
мы на интервале  ba;  и для всех значений х из интервала 
 ba;  выполняется неравенство   0 xg , то существует 

точка  ba; :    
   

 
 


g
f

agbg
afbf






 . 

Доказательство. Докажем, что    bgag   методом 
от противного. Пусть    bgag  , тогда по теореме Ролля 
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существует точка  ba; :   0 g  – противоречие с 
условием. Таким образом, доказали, что    bgag  . 

Рассмотрим функцию 

         
        agxg

agbg
afbfafxfxFy 




 . Функция 

 xFy   непрерывна на отрезке  ba; , дифференцируема 
на интервале  ba; ,   0aF ,   0bF , тогда по теореме 
Ролля существует точка  ba; :   0 F . 

       
     xg

agbg
afbfxfxF 




  

       
      0




  g
agbg
afbffF , то есть 

     
      g

agbg
afbff 




  и  
 

   
   agbg

afbf
g
f








 . 

Правила Лопиталя 
Теорема 5.14 (правило Лопиталя). Функции  xfy   

и  xgy   определены и дифференцируемы в  0xU 
 , для 

всех х из  0xU 
  выполняется неравенство   0 xg , 

    0limlim
00




xgxf
xxxx

. Тогда если существует конечный 

или бесконечный предел  
 xg
xf

xx 


 0

lim , то существует и 

 
 xg
xf

xx 0

lim


, причем  
 

 
 xg
xf

xg
xf

xxxx 



 00

limlim .   

Доказательство. Функции  xfy   и  xgy   опре-
делены и дифференцируемы в  0xU 

 , следовательно, они 
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непрерывны в  0xU 
 . Пусть   00 xf  и   00 xg , тогда 

функции  xfy   и  xgy   непрерывны в  0xU . 
Рассмотрим произвольную последовательность  nx , 

такую, что для всех натуральных n 0xxn  ,  0xUxn
   и 

0lim xxnn



. Тогда на отрезке  nxx ;0  функции  xfy   и 

 xgy   непрерывны, дифференцируемы на интервале 
 nxx ;0 ,   0 xg  в интервале  nxx ;0 , тогда по теореме 
Коши существует точка  nn xx ;0 : 
   
   

 
 n

n

n

n

g
f

xgxg
xfxf










0

0 . 

Так как   00 xf  и   00 xg , то  
 

 
 n

n

n

n

g
f

xg
xf






 . 

0lim xxnn



,  nn xx ;0 , тогда по теореме о пределе 

промежуточной последовательности 0lim xnn



 . 

По условию существует  
 xg
xf

xx 


 0

lim . Пусть 

 
  А
xg
xf

xx





 0

lim   

   
  А
xg
xfxxxxNnx

n

n
nnnnn 







limlim: 00 . Тогда 

 
  А

g
f

n

n
n





 
lim , следовательно,  

  А
xg
xf

n

n
n




lim .  
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Замечание 1. Правилом Лопиталя воспользоваться 

можно не всегда, так  
 xg
xf

xx 0

lim


 может существовать, а 

 
 xg
xf

xx 


 0

lim  не существует. 

Пример. 
x

xf 1cos2 , xg sin , 00 x . 

 
   01cos

sin
lim

0
0

sin

1cos
limlim

0

1

0

2

00







































огр
бмxxx x
x

x
x

x
x

x

xg
xf , 

 
  x

xx
x

x
x

xg
xf

xx cos

11sin1cos2
limlim

2
2

00 






















 xx

xx
x

x

огр
бм

x

1sinlim
cos

1sin1cos2

lim
0

1

0

0 






























 не существует. 

Следствие. Функции  xfy   и  xgy   определены 
и дифференцируемы на множестве     ;;   при 

0 , для всех х из     ;;   выполняется нера-
венство   0 xg ,     0limlim 


xgxf

xx
. Тогда если суще-
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ствует конечный или бесконечный предел  
 xg
xf

x 



lim , то 

существует и  
 xg
xf

x 
lim , причем  

 
 
 xg
xf

xg
xf

xx 





limlim .   

Доказательство. Сделаем замену 
x

t 1
 , 

   tF
t

fxf 






1 ,    tG

t
gxg 







1 . Тогда функции 

 tFy   и  tGy   определены и дифференцируемы в 
 0

U   

       0111 2
2 





 















 xxg

t
xg

tt
gtG  для 

всех значений t из  0
U . 

 
 

  
  

 
 xg
xf

xxg
xxf

tG
tF

xxt 











limlimlim 2

2

0
, следовательно, 

существует предел  
 

 
 xg
xf

tG
tF

xt 
 limlim

0
 и 

 
 

 
 

 
 

 
 xg
xf

tG
tF

tG
tF

xg
xf

xttx 









limlimlimlim
00

 

Теорема 5.14* (второе правило Лопиталя). Функции 
 xfy   и  xgy   определены и дифференцируемы в 

 0xU 
 , для всех х из  0xU 

  выполняется неравенство 
  0 xg ,     


xgxf

xxxx 00

limlim . Тогда если существует 
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конечный или бесконечный предел  
 xg
xf

xx 


 0

lim , то сущест-

вует и  
 xg
xf

xx 0

lim


, причем  
 

 
 xg
xf

xg
xf

xxxx 



 00

limlim .   

(Без доказательства) 
Формула Тейлора 

Рассмотрим многочлен  
     nn xxaxxaxxaaxf 0

2
02010)(   .      

Вычислим значение многочлена в точке 0x : 
  00 axf  . 

Найдем первую производную многочлена и вычис-
лим ее значение в точке 0x : 

    1
0021 2)(  n

n xxnaxxaaxf  ,   10 axf  . 
Найдем вторую производную многочлена и вычис-

лим ее значение в точке 0x : 

    2
02 12)(  n

n xxannaxf  ,   20 2axf  . Тогда 
 
2

0
2

xfa


 . 

И так далее, найдем n-ю производную многочлена и 
вычислим ее значение в точке 0x :     n

n annxf 1...1)(  , 

   n
n anxf !0  . Тогда 

  
!

0

n
xfa

n

n  . 

Таким образом, мы получили формулу Тейлора для 
многочлена:   

         xxxfxxxfxfxf 2
0

0
0

0
0 !2!1

)( 





   

    n
n

xx
n

xf
0

0

!
 .  
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Пусть функция f не является многочленом и в точке 
0x  имеется n производных. 

Теорема 5.15. Пусть функция  xfy   определена на 
интервале  ba;  и на этом интервале имеет  1n -го по-
рядка производные, точка  bax ;0  . Тогда для всех значе-
ний х из интервала  ba;  существует точка  ba; , такая, 
что   расположена между точками х и 0x , имеет место 

формула Тейлора:      0
0

0 !1
)( 


 xxxfxfxf

 
   20

0

!2



 xxxf


    

  
    1

0

1

0
0

!1!







 n
n

n
n

xx
n

fxx
n

xf  . 

           n xxxfxxxfxfxP 2
0

0
0

0
0 !2!1







 

    n
n

xx
n

xf
0

0

!
  – многочлен Тейлора функции )(xf  в 

точке 0x .  
   xPxfxR nn  )(  – остаточный член n-го порядка 

формулы Тейлора 
  
    1

0

1

!1
)( 






 n
n

n xx
n

fxR   – остаточный член в форме 

Лагранжа. 
Доказательство. Зафиксируем произвольное значе-

ние х из  ba; , причем 0xx  . Докажем, 
  
    1

0

1

!1
)( 






 n
n

n xx
n

fxR  .  

Рассмотрим вспомогательную функцию:  
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         
    

!!1












 n

n

tx
n

tftxtftfxft 

   
  1

0

1





 n

nn

xx
xRtx . 

Функция  ty   непрерывна на отрезке  xx ;0 , 
дифференцируема на интервале  xx ;0 . Найдем значении 
функции на концах отрезка  xx ;0 : 

         
     

!!1












 n

n

xx
n

xfxxxfxfxfx 

   
 

01
0

1 


 


n
nn

xx
xRxx , 
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!1 0
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xRxxxx

n
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 .  

Тогда по теореме Ролля существует точка  ba; : 
  0  . 
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     
 

    
1

1
0 !

1 

 



 n
n

n
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n
tf

xx
xRntx

     
  1

0

1



 n

nn

xx
xRntx . 

  0  , тогда  
          

 
01

! 1
0

1





 



n
nnn

n
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xRnxx

n
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      
  1

0

1 1
! 






 n
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n
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xRn

n
f  ,  

 
  
    1

0

1

!1







 n
n

n xx
n

fxR  . 

 
    n

n xxoxR 0 – остаточный член в форме Пеано. 
Если в формуле Тейлора подставить 00 x , то полу-

чим ряд Маклорена 
     xRx
k

fxf n
k

n

k

k


0 !

0)( . 

Рассмотрим разложение основных элементарных 
функций в ряд Маклорена:  
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n
x xo
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Применение дифференциального исчисления к 
исследованию функции 

Определение 5.11. Точка 0x , в которой   00  xf , на-
зывается стационарной точкой. Точка, в которой 

  00  xf  или  0xf   не существует, называется критиче-
ской точкой. 

Теорема 5.16 (первое достаточное условие экстре-
мума). Пусть функция  xfy   дифференцируема в  cU , 
где с – стационарная точка. Тогда для всех значений х и 

 cU : 
1) при cx   выполняется неравенство   0 xf , а 

при cx   выполняется   0 xf , тогда с – точка максиму-
ма; 

2) при cx   выполняется неравенство   0 xf , а 
при cx   выполняется   0 xf , тогда с – точка миниму-
ма; 
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3) для всех х из  cU 
    0 xf  или   0 xf , тогда в 

точке с экстремума нет. 
Доказательство. 1) для произвольной точки 
 cUx 0 , cx 0 . На отрезке, ограниченном точками с и 

0x , применим теорему Лагранжа: 
      00 xcfxfcf   , где точка   расположена между 

точками с и 0x . 
Если cx 0 , то  cx ;0  и 

      


0

0

0

0



 xcfxfcf  , тогда     00  xfcf  и 

   0xfcf  . Если cx 0 , то  0; xc  и 
      


0

0

0

0



 xcfxfcf  , тогда     00  xfcf  и 

   0xfcf  . Следовательно, с – точка максимума. 
2) доказывается аналогично. 
3) Если cx 0 , то  cx ;0  и 

      


0

0

0

0



 xcfxfcf  , тогда     00  xfcf  и 

   0xfcf  . Если cx 0 , то  0; xc  и 
      


0

0

0

0



 xcfxfcf  , тогда     00  xfcf  и 

   0xfcf  . Следовательно, точка с не является точкой 
экстремума. 

Теорема 5.17 (второе достаточное условие экстре-
мума). Пусть функция  xfy   имеет в стационарной точ-
ке конечную вторую производную. Тогда если   0 cf , 
то с – точка минимума, если   0 cf , то с – точка макси-
мума. 
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Доказательство. Если   0 cf , то функция 
 xfy   возрастает в точке с.   0 сf  Если cx  , то 

    0 cfxf . Если cx  , то     0 cfxf . Тогда по 
теореме 5.16 с – точка минимума. Случай с   0 cf  дока-
зывается аналогично. 

Замечание. Теорема 5.17 не дает ответа о поведении 
функции при   0 cf  и   0 cf . 

Теорема 5.18 (третье достаточное условие экстре-
мума). Пусть 1n  – некоторое нечетное число и пусть 
функция  xfy   имеет производную n-го порядка в 

 cU  и производную  1n -го порядка в точке с. Если 
выполняется соотношение        0...  cfcfcf n , 

   01  cf n , то функция в точке с имеет экстремум. Если 
   01  cf n , то максимум, а если    01  cf n , то минимум. 

Доказательство. При 1n  данная теорема совпадает 
с предыдущей. Докажем для всех нечетных 3n . Пусть 

   01  cf n , тогда функция   xfy n  возрастает в окре-
стности  cU ,    0сf n . Тогда в окрестности  cU  если 

cx  , то       0 cfxf nn , если cx  , то 
      0 cfxf nn . 

Выберем точку х из  cU 
  и разложим функцию 

 xfy   по формуле Тейлора 

     
  
    2

1

!2!1
)( 









 n
n

сx
n

сfсxсfсfxf 

  
    1

!1



 n

n

сx
n
f  , где точка   находится между точками х 

и с. По условию        0...  cfcfcf n , тогда 
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  
 

  1

!1
)( 


 n

n

сx
n
fxf  . Выражение   01  nсx  для всех 

значений х из  cU 
 , так как степень  1n  четная. Полу-

чается, что  xf   имеет тот же знак, что и   nf . Тогда в 
окрестности  cU , если cx  , то     0 cfxf , если 

cx  , то     0 cfxf . Тогда по теореме 5.16 с – точка 
минимума. 

Теорема 5.19. Пусть функция  xfy   дифференци-
руема в  cU 

 , где в точке с функция  xfy   не диффе-
ренцируема, но является непрерывной. Тогда для всех зна-
чений х и  cU : 

1) при cx   выполняется неравенство   0 xf , а 
при cx   выполняется   0 xf , тогда с – точка максиму-
ма; 

2) при cx   выполняется неравенство   0 xf , а 
при cx   выполняется   0 xf , тогда с – точка миниму-
ма; 

3) для всех х из  cU 
    0 xf  или   0 xf , тогда в 

точке с экстремума нет. 
Доказательство аналогично доказательству теоремы 

5.16. 
Выпуклость графика функции 

Пусть функция  xfy   дифференцируема для всех 
значений х из интервала  ba; , тогда существует касатель-
ная к графику функции  xfy  , проходящая через любую 
точку   xfxМ ; . 

Определение 5.12. Функция называется выпуклой 
вверх на  ba; , если график этой функции расположен 
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ниже любой своей касательной. Функция называется вы-
пуклой вниз на  ba; , если график этой функции распо-
ложен выше любой своей касательной.  

Теорема 5.20. Если функция  xfy   имеет на ин-
тервале  ba;  конечную вторую производную и если эта 
производная неотрицательная (неположительная) всюду на 
этом интервале, то график функции  xfy   имеет на ин-
тервале  ba;  выпуклость, направленную вниз (вверх). 

Доказательство. Пусть для всех значений х из  ba;  
выполняется неравенство   0 xf . Для произвольной 
точки с из интервала  ba;  составим уравнение касатель-
ной к графику функции  xfy   в точке с: 

    cxcfcfYкас  . Разложим функцию  xfy   по 
формуле Тейлора в окрестности точки с: 

          2
!2

cxfcxcfcfxfy 



 , где   находит-

ся между точками х и с. Вычтем из формулы Тейлора 

уравнение касательной и получим    2
!2

cxfYy кас 



 . 

Правая часть данного равенства неотрицательна, следова-
тельно, и левая часть неравенства неотрицательна, то есть 

0 касYy , касYy   и функция  xfy   выпукла вниз. 
Для случая   0 xf  доказательство аналогично. 
Замечание. Если для всех значений х из интервала 

 ba;  выполняется равенство   0 xf , тогда график 
функции имеет вид   baxxfy   – графиком функции 
является прямая, направление выпуклости можно считать 
произвольным.  
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Теорема 5.21. Пусть функция  xfy   непрерывна и 
положительна (отрицательна) в точке с. Тогда существует 
окрестность  cU , что для всех значений х из  cU  
функция  xfy   выпукла вниз (вверх). 

Доказательство. Пусть   0 cf  и функция 
 xfy   непрерывна в точке с, тогда по теореме о сохра-

нении знака непрерывно функции (теорема 4.2) существует 
 сU , что для всех х, входящих в  сU , выполняется не-

равенство   0 xf , а по предыдущей теореме функция 
 xfy   выпукла вниз.  
Для случая   0 cf  доказательство аналогично. 

Точки перегиба 
Определение 5.13. Точка   xfxМ ;  графика функции 
 xfy   называется точкой перегиба этого графика, если 

существует окрестность  сU , что для всех х из окрестно-
сти  сU  график функции  xfy   слева и справа от точ-
ки с имеет разные направления выпуклости.  

Теорема 5.22. Пусть для всех значений х из  сU  
существует непрерывная в точке с производная  xf  . То-
гда если график функции  xfy   на интервале  cс;  
имеет выпуклость, направленную вниз (вверх), то для всех 
х из интервала  cс;  график функции лежит выше (ни-
же) касательной к графику, проведенной в точке 

  xfxМ ; . 
Доказательство. Рассмотрим последовательность 

    ccxn ; , cxnn



lim . Через каждую точку с координа-

тами   nn xfx ;  проведем касательную к графику 
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    nnnn xxxfxfY  . Для всех х из интервала  cс;  
функция  xfy   выпукла вниз [вверх]. Для всех нату-
ральных значений n и любой фиксированной точки х из 
интервала  cс;   
          00  nnnкасn xxxfxfxfYxf . Функция 

 xfy   непрерывна в точке с, тогда из условия cxnn



lim  

следует, что    cfxf nn



lim . Тогда  

          xxxfxfxfYxf nnnnкасnn



limlim

      cxcfcfxf  . По теореме о сохранении знака 

(следствие из теоремы 3.6)  
        00  cxcfcfxf .  

Получаем, что      00  сYxf кас . То есть    сYxf кас  
    сYxf кас . 

Аналогично доказывается теорема 5.22 для интервала 
 cс ; . 

Теорема 5.23. Пусть функция  xfy   имеет произ-
водную в окрестности  cU ,  xfy   непрерывна в точке 
с. Тогда, если график функции имеет перегиб в точке 

  сfс; , то в окрестности  cU  этот график слева и спра-
ва от точки с лежит по разные стороны от касательной, 
проходящей через точку   сfс; . 

Доказательство. На интервалах  cс ;  и  cс;  
график функции  xfy   имеет различные направления 
выпуклости. Если на интервале  cс ;  функция выпукла 
вверх, то    сYxf кас , и на интервале  cс;  функция 
будет выпукла вниз, то    сYxf кас . Если на интервале 
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 cс ;  функция выпукла вниз, то    сYxf кас , и на ин-
тервале  cс;  функция будет выпукла вверх, то 
   сYxf кас . 

Теорема 5.24 (необходимое условие перегиба дважды 
дифференцируемой функции). Если функция  xfy   име-
ет в точке с вторую производную и график этой функции 
имеет перегиб в точке   сfс; , то   0 cf . 

Доказательство. Уравнение касательной к графику 
функции  xfy   в точке с:     сxсfсfYкас  . Рас-
смотрим функцию     касYxfxF  , 
        сxсfсfxfxF  . Функция  xFy  , как и 

функция  xfy  , имеет вторую производную в окрестно-
сти  cU , следовательно, для всех значений х из окрест-
ности  cU  существует производная, причем производная 

 xfy   непрерывна в точке с. Тогда по лемме 6.18 в ок-
рестности  cU  график функции  xfy   лежит слева и 
справа от точки с по разные стороны от касательной, про-
ходящей через точку   сfс; , тогда функция  xFy   
слева и справа от точки с имеет разные знаки, следова-
тельно, функция  xFy   не может иметь экстремум в 
точке с. 

Предположим, что   0 cf .      cfxfxF  , то-
гда    xfxF  ,       0 cfcfcF , следовательно, в 
точке с экстремум функции  xFy   – противоречие. То-
гда   0 cf . 

Условие   0 cf  является необходимым, но не дос-
таточным. Например, функция 4xy   выпукла вниз и не 
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имеет точек перегиба, но при этом 34xy  , 212xy   и в 
точке 0x    00 f ,   00 f . 

Теорема 5.25 (первое достаточное условие переги-
ба). Пусть функция  xfy   имеет вторую производную в 
окрестности  cU  и   0 cf . Тогда если в окрестности 

 cU  вторая производная  xfy   имеет разные знаки 
слева и справа от точки с, то график этой функции имеет 
перегиб в точке   сfс; .  

Доказательство. График функции  xfy   имеет ка-
сательную в точке   сfс; , поскольку существует  cf  . 
Если вторая производная  xfy   имеет разные знаки 
слева и справа от точки с, то по теореме 3.15 следует, что 
направление выпуклости слева и справа от точки с являет-
ся различным, следовательно, точка с – точка перегиба. 

Замечание. Если в условии теоремы 5.25 заменить 
условие   0 cf  на  cf   не существует, функция 

 xfy   непрерывна в точке с и график функции в точке 
  сfс;  имеет касательную, может, параллельную оси ор-

динат, то теорема будет верна. 
Теорема 5.26 (второе достаточное условие переги-

ба). Если функция  xfy   имеет в точке с конечную тре-
тью производную и   0 cf ,   0 cf , то график функ-
ции  xfy   имеет перегиб в точке   сfс; . 

Доказательство.   0 cf , тогда по теореме о дос-
таточном условии строгого возрастания функции в точке 
(теорема 6.1) функция  xfy   либо строго возрастает, 
либо строго убывает в точке с, следовательно, слева и 
справа от точки с функция  xfy   имеет разные знаки, 
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тогда по первому достаточному условию перегиба (теоре-
ма 5.25) в точке с перегиб функции  xfy  . 

Замечание. Если  cf   не существует или   0 cf , 
то теорема 5.26 ответа не дает. 

Теорема 5.27 (третье достаточное условие переги-
ба). Пусть 2n  – некоторое четное число, и пусть функ-
ция  xfy   имеет производную порядка n в окрестности 

 cU  и производную порядка  1n  в точке с. Тогда если 
выполняется соотношение         0...  cfcfcf n , 

   01  cf n , то график функции  xfy   имеет перегиб в 
точке   сfс; . 

Доказательство. При 2n  данная теорема совпада-
ет с предыдущей теоремой. Докажем для четного 4n .  

Пусть    01  cf n , тогда по теореме о достаточном 
условии строгого возрастания функции в точке (теорема 
5.6) функция   xfy n  либо строго возрастает 
(    01  cf n ), либо строго убывает (    01  cf n ) в точке с. 

   0cf n , тогда в окрестности  cU  функция   xfy n  
имеет разные знаки слева и справа от точки с. По формуле 
Тейлора 

     
  
   

  
    23

1

!2!3!1
)( 












 n
n

n
n

сx
n
fсx

n
сfсxсfсfxf 



, где точка   находится между точками х и с. По условию 
       0...  cfcfcf n , тогда 

  
    2

!2
)( 


 n

n

сx
n
fxf  . Выражение   02  nсx  для всех 

значений х из  cU 
 , так как степень  2n  четная. Полу-
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чается, что  xf   имеет тот же знак, что и   nf . Тогда в 
окрестности  cU  функция  xfy   имеет разные знаки 
слева и справа от точки с. Тогда по теореме 5.25 с – точка 
перегиба функции  xfy  . 

 
 
Замечание. 

nxy 2)1(   12)1(  nxy  

 
Рис. 17  

Рис. 18 
nxy 2)1(  , 0)1( y  

12)1(2  nxny ,  
0)1( y  
  22)1(122  nxnny , 

0)1( y  
…………………….. 

  )1(!2)12(  xny n , 
0)1()12( ny  

 !2)2( ny n  , 
  0!2)1()2(  ny n  

12)1(  nxy , 0)1( y  
  nxny 2)1(12  , 

0)1( y  
   12)1(212  nxnny , 

0)1( y  
…………………….. 

  )1(!12)2(  xny n , 
0)1()2( ny  

 !12)12(  ny n ,  
0)1()12( ny  
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По теореме 5.18 нечетное 
количество производных в 
точке 1 равно 0 и на чет-
ном шаге 0)1()2( ny , сле-
довательно, 1min x . 

По теореме 5.27 четное 
количество производных в 
точке 1 равно 0 и на не-
четном шаге 0)1()12( ny , 
следовательно, 1x  точка 
перегиба. 
 

Наибольшее и наименьшее значения функции на 
отрезке 

Рассмотрим функцию  xfy  , определенную на 
отрезке  ba;  и непрерывную на нем. Для нахождения наи-
большего значения функции на отрезке  ba;  нужно срав-
нить между собой значения функции во всех точках мак-
симума из отрезка  ba;  и в граничных точках отрезка 
 ba; . Наибольшее из всех значений и будет наибольшим 
значением функции на отрезке  ba; .  

Аналогично находится и наименьшее значение 
функции  xfy   на отрезке  ba; . 
 
Задания 

1. Постройте функцию f, дифференцируемую во всех 
внутренних точках отрезка  ba; , удовлетворяющую усло-
вию )()( bfaf  , но такую, чтобы для нее не существовало 
точки с, bca  , в которой 0)(  cf . 

2. Постройте функцию f, непрерывную на отрезке 
 ba; , удовлетворяющую условию )()( bfaf  , но такую, 
чтобы для нее не существовало точки с, bca  , в кото-
рой 0)(  cf . 

3. Постройте функцию f, непрерывную на отрезке 
 ba; , дифференцируемую во всех внутренних точках это-
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го отрезка, но такую, чтобы для нее не существовало точки 
с, bca  , в которой 0)(  cf . 

4. Можно ли на отрезке  1;1  применить к функции 
3 22)( xxf   теорему Ролля? 

5. Функция 4

22)(
x

xxf 
  имеет равные значения на 

концах отрезка  1;1 , но ее производная )(xf   не обраща-
ется в нуль  ни в одной точке этого отрезка. Не противоре-
чит ли это теореме Ролля? 

6. Докажите, что уравнение 0633  xx  имеет 
действительный корень, и только один. 

7. Докажите, что уравнение 0144  xx  имеет два 
действительных корня. 

8. В формуле Лагранжа )()()()( abcfafbf   
определите значение с для функции 

254)( 23  xxxxf  на отрезке  2;0 . 
9. Можно ли на отрезке  1;1  применить к функции 

3 22)( xxf   теорему Лагранжа? 
10. По формуле Лагранжа определите значение с на 

отрезке  ba;  для функции 2)( xxf  . 
11. Применима ли теорема Лагранжа к функции 

x
xf 1)(   на отрезке  ba; , если 0ba ? 

12. Докажите неравенство 
a

xx
xx 12

12 lnln


 , ес-

ли   ;, 21 axx  при 0a , используя теорему Лагранжа. 
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13. На кривой 132  xxу  найдите точку, в кото-
рой касательная к кривой параллельна хорде, соединяю-
щей точки )1;1( A  и )5;1(B . 

14. Определите значение с в формуле Коши для 
функций 3)( xxf  , 1)( 2  xxg  на отрезке  2;1 . 

15. Почему теорема Коши неприменима для функций 
2)( xxf  , 3)( xxg   на отрезке  1;1 ? 

16. Удовлетворяют ли функции xxf sin)(   и 
3 2)( xxg   условиям теоремы Коши на отрезке  8;8 ? 

17. Докажите, что функция 

  





 






 

6
2sin2

3
cos2sin 2  xxxxf  является посто-

янной, и найдите значение этой постоянной. 

18. Докажите неравенство 
2

1cos
2xx  , при 0x . 

19. Найдите все значения параметра а, при каждом из 
которых функция xxxaaxxf 5sin76sin8)(   возрас-
тает на множестве действительных чисел. 

20. Найдите все значения параметра а, при каждом из 
которых функция 15,1)( 234  xaxxxf  выпукла вниз 
на множестве действительных чисел. 
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