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Введение 

Федеральные государственные образовательные стандарты основного 

и среднего общего образования определили новые требования к результатам 

освоения основной образовательной программы, среди которых умение 

создавать, применять и преобразовывать знаки и символы, модели и схемы 

для решения учебных и познавательных задач [ФГОС ООО, 2010]. 

Спецификой теории графов, которая собственно и позволяет ставить 

вопрос о введении ее элементов в школьный курс математики, является 

возможность представить граф геометрически – в виде простого, удобного в 

обращении рисунка. При построении рисунков графов, соответствующих 

какому-то явлению, мы имеем дело с так называемым знаковым 

моделированием.  

Язык и методы теории графов, проникая во многие сферы 

человеческой деятельности, становятся неотъемлемой составной частью 

общей математической культуры. Поиск возможностей включения элементов 

теории графов, в программу подготовки школьников на сегодня остается 

одной из актуальных проблем школьного математического образования. 

Проблема исследования: поиск возможностей включения элементов 

теории графов, в программу подготовки школьников. 

Гипотеза исследования: если в систему математической подготовки 

обучающихся 9 класса включить специальный курс по выбору посвященный 

элементам теории графов, то это будет способствовать развитию умений 

создавать, применять и преобразовать знаки и символы, модели и схемы для 

решения учебных и познавательных задач. 

Цель исследования: методическая разработка курса по выбору 

«Приложения теории графов» для обучающихся 9 кл. 

Объект исследования: математическая подготовка обучающихся 9 кл. 

Предмет исследования: методика обучения курсу по выбору 

«Приложения теории графов» обучающихся 9 кл. 

Задачи исследования: 

1) Проанализировать специальную литературу и имеющийся 

педагогический опыт по теме исследования. 

2) Описать роль, место и значение элементов теории графов в 

математическом образовании школьников. 

3) Охарактеризовать основные требования к проектированию и 

реализации программы курса по выбору в системе математической 

подготовки школьников. 
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4) Разработать методическое обеспечение для курса по выбору 

«Приложения теории графов» для обучающихся 9 кл. 

5) Провести педагогический эксперимент, проанализировать и 

описать его результаты. 

Настоящая квалификационная работа состоит из введения, двух глав, 

заключения, библиографического списка. 
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Глава 1. Теоретические основы методики обучения курсу по 

выбору «Приложения теории графов» 

1.1 Элементы теории графов в математическом образовании 

школьников 

Язык и методы теории графов, проникая во многие сферы 

человеческой деятельности, становятся неотъемлемой составной частью 

общей математической культуры. Понятие графа ёмко и связано со многими 

основными понятиями математики, к числу которых относятся и многие 

понятия школьной математики [Кейв,2015]. 

Существует три основных подхода к введению понятия граф. Граф 

состоит из конечного множества вершин и множества ребер, где каждое 

ребро есть подмножество множества вершин, содержащее два элемента. 

Несколько иное определение: граф состоит из конечного множества вершин 

и симметричного антирефлексивного бинарного отношения на этом 

множестве вершин. И, наконец, граф состоит из конечного множества 

вершин, конечного множества ребер и отношения инцидентности между 

вершинами и ребрами, такого, что всякое ребро инцидентно двум вершинам, 

а любые две вершины инцидентны не более чем одному ребру [Кейв,2009]. 

Теория графов предлагает модели для всякой системы с бинарными 

отношениями. Если в изучаемом явлении выделить непустое множество 

каких-то элементов и множество бинарных отношений, заданных на первом 

множестве, то как только удастся разумно соотнести вершинам графа 

интересующие нас объекты, а ребрам – отношения между ними, полученный 

граф становится математической моделью изучаемого явления, а свойства 

графа отражают структурные свойства этого явления [Кейв,2016]. 

Если при этом первое множество разбивается на несколько 

подмножеств, то получаем так называемый граф с «цветными» вершинами. 

Если второе множество содержит более одного элемента, то получаем граф с 

«цветными» ребрами. Если для всех элементов первого множества важен 

порядок элементов в паре, то получаем граф с ориентированными ребрами; в 

противном случае получим граф смешанный или неориентированный 

[Кейв,2016]. 

Именно потому, что в каждом явлении (в каждой структуре) можно и, 

вообще говоря, не единственным способом выделить непустое множество 

элементов и множество бинарных отношений, связывающих элементы 

первого множества, графы применимы для изучения широкого круга явлений 

из самых разных областей знания [Кейв,2016]. 

С помощью графов можно описать строение конечных групп и 

компьютерных программ; рыночные и дружеские отношения; некоторые 

игры и головоломки; электрические цепи; карты дорог; химические 

соединения; изготовление печатных схем и многое другое. 

Простой язык теории графов позволяет решать многочисленные, 

разнообразные и довольно нетривиальные задачи математики [Кейв,2009]. 
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Одной из особенностей теории графов, которая, собственно, и 

позволяет ставить вопрос о введении элементов теории графов в школьный 

курс математики, является возможность представить граф (как 

математическую модель или как отвлеченный образ) геометрически – в виде 

простого, удобного (имеется в виду удобное для человека) в обращении 

рисунка: вершины отождествляются с точками на плоскости, а ребра с 

линиями, соединяющими вершины. Рисунок графа, являясь знаком, 

чувственно воспринимаемым материальным предметом, служит 

посредником между реальной действительностью и математической 

моделью. При изображении графа определенные свойства изучаемого 

явления моделируются с помощью простых знаков – точек (одного цвета или 

несколько цветов) и отрезков (одного цвета или нескольких цветов, 

направленных или ненаправленных). При построении рисунков графов, 

соответствующих какому-то явлению, мы имеем дело с так называемым 

знаковым моделированием. В процессе познания рисунки графов, как 

чувственные образы, становятся носителями богатого смыслового 

содержания [Кейв,2016]. 

Перспективным и естественным является использование 

изобразительного языка графов в качестве служебных средств при решении 

различных методических вопросов обучения математике [Кейв,2009]: 

- графы как средство наглядности при обучении математике; 

- графы как средство углубления и обогащения содержания школьной 

математики; 

- графы как средство усиления взаимосвязей учебных дисциплин, 

изучаемых в школе; 

- графы как средство развития прикладного направления математики. 

Знакомство с теорией графов и ее языком прокладывает пути для 

учащихся, интересующихся математикой, в топологию, комбинаторный 

анализ и другие области современной математики и ее приложений; 

облегчает чтение и понимание научно-популярной и научной литературы. 

С помощью графов можно аккуратно перебирать варианты в 

достаточно сложных комбинаторных задачах. Рассмотрим пример такой 

задачи: 

Задача 1. Аркадий, Борис, Владимир, Григорий и Дмитрий при встрече 

обменялись рукопожатиями. Сколько всего рукопожатий было сделано? 

Решение: Пусть каждому из пяти молодых людей соответствует 

определенная точка на плоскости, а производимому рукопожатию – отрезок, 

соединяющий конкретные точки. Если подсчитать количество совершенных 

рукопожатий, то их получится 10.  Так же, что бы узнать количество ребер в 

графе надо сложить степени каждой вершины и разделить пополам. 

(5*4)/2=10. Ответ: 10 рукопожатий. 

Такой перебор дисциплинирует мышление школьников, позволяет не 

пропустить ни одного варианта и не повторить никакой вариант дважды, что 

особенно актуально для обучающихся 9 класса, поскольку в содержание 
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итоговой государственной аттестации выпускников 9 класса включены 

задания комбинаторного типа, требующие нестандартного подхода к 

решению. 

Использование графов помогает обнаружить, продемонстрировать, 

изоморфизм различных структур математики. А, как известно, формирование 

понятия изоморфизма и его использование способствует развитию важного 

качества современного математического мышления – умения обнаружить 

глубокое структурное сходство внешне различных систем предметов и 

отношений. Приведем пример таких задач: 

Задача 2: Имеются три дома и три колодца. Каждый хозяин 

пользуется любым из трех колодцев, но не любит встречаться с другими 

хозяевами. Можно ли проложить непересекающиеся дорожки, 

соединяющие каждый из домов с каждым колодцем? 

Задача 3:  Встретились трое друзей – Белов, Черной и Рыжов. 

Один из них блондин, другой – брюнет, третий – рыжий. Брюнет сказал 
Белову: «Ни у одного из нас цвет волос не соответствует фамилии». 

Какой цвет волос у каждого из них, если известно, что брюнет всегда 

говорит правду? 
Использование графов естественно влечет проникновение в школьную 

математику в различных проявлениях идей оптимальности, очень важных 

для науки и практики. Это происходит в силу того, что ряд даже основных 

понятий теории графов связан с идеей оптимальности. Так, например, 

полным графом является граф с максимальным числом ребер при заданном 

числе вершин; простой цикл является минимальным связным графом с 

заданным числом вершин. Дерево, содержащее все вершины графа, с одной 

стороны, есть максимальный подграф связного графа с заданным числом 

вершин, который не содержит циклов, а, с другой стороны, - минимальный 

связный подграф. Развитию и проникновению идеи оптимальности будут 

способствовать упражнения и задачи, использующие понятия пути, потока и 

разреза в сети и др. Рассмотрим такие задачи: 

Задача 4: В городе составляют схему автобусных маршрутов, которые 

должны удовлетворять следующим требованиям: на каждом маршруте 

должно быть по три остановки, каждый маршрут со всяким должен иметь 

только одну общую остановку. От одной остановки до любой другой 

остановки можно доехать автобусом одного какого-либо маршрута без 

обязательной пересадки на автобус другого маршрута. Сколько должно быть 

в городе автобусных маршрутов и остановок? 

Задача 5: На острове есть несколько населенных пунктов. Из каждого 

пункта выходят две проезжие дороги  и три пешеходных тропы. Каждая 

проезжая дорога и каждая пешеходная тропа приводят к некоторому 

населенному пункту. Любые два населенных пункта связаны чем-то одним – 

или дорогой, или тропой. Сколько на острове населенных пунктов, проезжих 

дорог и пешеходных троп? 
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Специфика теории графов позволяет вводить основные понятия, 

методологически связывая их с практикой, показывая пути возникновения 

этих понятий при помощи формализации и обобщения различных сторон 

действительности. Графы мы можем наблюдать при изучении химии: 

анализируя химические превращения, описывая химические реакции; 

географии, смотря на карты авиалиний и схемы железных дорог и многие 

другие. При этом в силу широкой применимости теории графов, изучение ее 

основ и методов может и должно происходить в процессе изучения 

основного курса математики, в процессе использования языка теории графов 

при обучении математике. При постепенном его введении, по мере 

необходимости и целесообразности, он будет «работать» на протяжении 

всего обучения математике [Кейв, 2008]. 

1.2  Курсы по выбору в системе математической подготовки 

школьников. 

В концепции профильного обучения на старшей ступени общего 

образования отмечается, что реализация идеи профилизации обучения на 

старшей ступени общего образования ставит выпускника перед 

необходимостью совершения ответственного выбора – предварительного 

самоопределения в отношении профилирующего направления собственной 

деятельности [Концепция профильного, 2002]. 

В связи с этим предпрофильная подготовка представляет собой 

систему педагогической, психологической, информационной и 

организационной поддержки учащихся основной школы, содействующих их 

самоопределению по завершению основного общего образования. 

Это решение, безусловно, одно из важнейших в жизни каждого 

человека, и задача педагогов общеобразовательной школы – помочь 

учащимся этот выбор сделать осознанно, то есть объективно оценить свои 

силы и возможности, способности, интересы и склонности. 

В предпрофильной подготовке решение этой проблемы идет через 

курсы по выбору, основная функция которых – профориентационная. В 

профильном обучении на решение этой задачи направлены курсы по выбору 

(факультативы)[Кейв, 2015]. 

Курсы по выбору (факультативы) – это форма организации учебных 

занятий во внеурочное время, направленная на расширение, углубление и 

коррекцию знаний учащихся по учебным предметам в соответствии с их 

потребностями, запросами, способностями и склонностями [Кейв, 2008]. 

Согласно ФГОС среднего общего образования изучение 

дополнительных учебных предметов, курсов по выбору обучающихся 

должно обеспечить [ФГОС ООО, 2010]: 

 удовлетворение индивидуальных запросов обучающихся; 

 общеобразовательную, общекультурную составляющую при получении 

среднего общего образования; 
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 развитие личности обучающихся, их познавательных интересов,  

интеллектуальность и ценностно-смысловой сферы; 

 развитие навыков самообразования и самопроектирования; 

 углубление, расширение и систематизацию знаний в выбранной области 

научного знания или вида деятельности; 

 совершенствование имеющегося и приобретение нового опыта 

познавательной деятельности, профессионального самоопределения 

обучающихся. 

Результаты изучения  дополнительных учебных предметов, курсов по 

выбору обучающихся должны отражать: 

1) развитие личности обучающихся средствами предлагаемого для 

изучения учебного предмета, курса: развитие общей культуры обучающихся, 

их мировоззрения, ценностно-смысловых установок, развитие 

познавательных, регулятивных и коммуникативных способностей, 

готовности и способности к саморазвитию и профессиональному 

самоопределению; 

2) овладение систематическими знаниями и приобретение опыта 

осуществления целесообразной и результативной деятельности; 

3) развитие способности к непрерывному самообразованию, овладению 

ключевыми компетентностями, составляющими основу умения: 

самостоятельному приобретению и интеграции знаний, коммуникации и 

сотрудничеству, эффективному решению (разрешению) проблем, 

осознанному использованию информационных и коммуникационных 

технологий, самоорганизации и саморегуляции; 

4) обеспечение академической мобильности и (или) возможности 

поддерживать избранное направление образования; 

5) обеспечение профессиональной ориентации обучающихся [ФГОС 

ООО, 2010]. 

Типологию факультативных курсов определяет специфика 

образовательных задач, на решение которых они направлены (Таблица 1). В 

связи с этим в практике предпрофильного обучения можно выделить 

следующие типы курсов по выбору: 

 предметно-ориентированные, направленные на формирование у 

учащихся предметных компетенций; 

 межпредметные курсы, направлены на развитие у учащихся основ 

метапредметных компетенций; 

 внепредметные элективные курсы, способствующие развитию у 

учащихся специфических личностных качеств и удовлетворению их 

познавательных интересов в различных областях деятельности человека. 

Таблица 1  

Классификация курсов по выбору 
Тип элективного курса Образовательные задачи Вид деятельности учащегося 
Предметно-

ориентированные  
Формирование у учащихся предметных 

компетенций посредством 
систематизации, обобщения, 

Фундаментальное изучение 

дополнительных разделов, 
освоение специальных 
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углубления и расширения 
«предметного поля» 

способов и методов учебного 
предмета 

Межпредметные Формирование у учащихся основ 

метапредметных компетенций 
Комплексное применение 

различных  способов, методов 
и синтеза знаний по ряду 

предметов в ходе решения 

разнообразных задач 

метапредметного характера. 
Внепредметные Становление и развитие у учащихся 

специальных личностных качеств, 

восполнение «общекультурного 
вакуума», удовлетворение 

естественного любопытства к какой-то 

области знаний, которая отсутствует в 

традиционном учебном плане 

Знакомство с различными 

областями деятельности 

человека. Освоение 
внепредметных знаний, учений 

и навыков. Участие в мастер-

классах, тренингах 

личностного роста др. 

Как правило, факультативные курсы – это авторские курсы, 

предлагаемые самой школой, отдельными педагогами.  

Программы курсов по выбору обучающихся должны удовлетворять 

определенным требованиям: 

 соответствовать концептуальным положениям профильного обучения и 

требованиям ФГОС общего образования; 

 иметь практическую направленность; 

 обладать логикой построения и подачи  учебного материала; 

 быть хорошо структурированной и связной по содержанию; 

 быть реалистичной по времени и затраченным ресурсам; 

 предполагать активные метода обучения, дающие учащимся осознанно и 

объективно сделать выбор для продолжения образования; 

 иметь определенную степень новизны; 

 обладать некоторой степенью обобщенности содержания, что позволяет 

развивать общеучебные и предметные умения и навыки. 

В соответствии с требованиями ФГОС основного общего образования 

программы отдельных учебных предметов, курсов должны содержать: 

1) пояснительную записку, в которой конкретизируются общие цели 

среднего (полного) общего образования с учетом специфики учебного 

предмета; 

2) общую характеристику учебного предмета, курса;  

3) описание места учебного предмета, курса в учебном плане; 

4) личностные, метапредметные и предметные результаты освоения 

конкретного учебного предмета, курса; 

5) содержание учебного предмета, курса; 

6) планируемые результаты изучения учебного предмета, курса; 

7) тематическое планирование с определением основных видов 

учебной деятельности обучающихся; 

8) описание учебно-методического и материально-технического 

обеспечения образовательного процесса [ФГОС ООО, 2010]. 
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Примерная структура программы включает в себя несколько 

компонентов [Кейв, 2010 ]: 

1. Титульный лист. 

2. Пояснительная записка (аннотация). 

3. Учебно-тематический план. 

4. Содержание курса по темам. 

5. Учебно-методическое обеспечение. 

Название курса должно быть привлекательным. Оно должно, с одной 

стороны не быть похожим на школьное, а с другой стороны, показывать то, 

чем ученики, посещение его, будут заниматься. Например: «Комбинаторика 

или как выиграть в лотерею», «Криптография или как сохранить 

информацию», «Несложные способы решения сложных задач или как сдать 

ЕГЭ на 100 баллов» [3]. 

Пояснительная записка включает в себя: сведения об актуальности 

курса – роль, место и значение курса в системе предпрофильного обучения; 

указание типа курса; продолжительность по времени и количество часов в 

неделю; формулировка целей и задач курса с учетом типа курса и его 

функций; сведения о методах и формах организации занятий курса (виды 

деятельности, предлагаемые учащимся); критерии, позволяющие оценить 

успехи учащихся в изучении данного курса; возможные социальные пробы и 

ожидаемый результат [Гусев, 1984].  

Учебно-тематическое планирование, как правило, оформляется в виде 

таблицы (таблица 2) с указанием наименований основных модулей, тем и 

разделов, теоретических и практических часов, ожидаемых образовательных 

результатов, предполагаемой деятельности учащихся и возможными 

формами контроля [Гусев, 1984]. 

Таблица 2 

Учебно-тематическое планирование курса по выбору 

№ п/п Наименование 

модулей, тем, 

разделов 

Кол-во 

часов 

Образовательные 

цели 

Вид 

деятельности 

учащегося 

Формы 

контроля 

      

В содержании курса по выбору необходимо указать основные 

дидактические единицы учебной информации, а также типы задач, которые 

будут предложены, участникам курса.  

При проектировании программы курса необходимо учесть, что 

содержание курса должно знакомить учащихся со способами деятельности; 

включать оригинальный материал, не дублировать содержание предметов, 

обязательных для изучения; помогать учащимся оценить свой потенциал с 

точки зрения образовательной перспективы. 
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Выводы по первой главе 

Специфика языка теории графов позволяет использовать его в процессе 

математической подготовки школьников. 

Перспективным и естественным является использование 

изобразительного языка графов в качестве служебных средств при решении 

различных методических вопросов обучения математике: 

- графы как средство наглядности при обучении математике; 

- графы как средство углубления и обогащения содержания школьной 

математики; 

- графы как средство усиления взаимосвязей учебных дисциплин, 

изучаемых в школе; 

- графы как средство развития прикладного направления математики 

 В систему математической подготовки обучающихся 9 класса 

возможно включение элементов теории графов как в содержание уроков по 

математике, так и в состав предпрофильной подготовки посредством 

специального курса по выбору, освещающего популярные вопросы теории 

графов. 

Глава 2. Методическое обеспечение курса по выбору «Приложения 

теории графов» 

2.1 Программа курса по выбору «Приложения теории графов» для 

обучающихся 9 классов 

1. Пояснительная записка 

Рабочая программа составлена на основе Федерального 

Государственного образовательного стандарта основного общего 

образования, утвержденного приказом №1897 Министерства образования и 

науки РФ от 17.12.2010ہ г. и «ہПримерные проہграммы осноہвного образоہвания. 

Матеہматика» М.: Просہвящение, 2011, учебہного плана нہа текущий учебہный 

год и нہаправлена нہа обеспечеہние дополнہительной подготовки по математике. 

Курс по выбору «ہПриложения теорہии графов» вہходит в состہав 

предпрофہильной подہготовки, обучہающихся 9 кہласса. 

Изучение дہанного курсہа актуально в сہвязи с тем, что теорہия графов все 

боہлее востребоہвана и  наہходит все ноہвые областہи примененہия (химия, 

фہизика, экоہномика, инфорہматика и т.ہд.)  

Теория графоہв используетсہя при решеہнии различہных логичесہких и 

олимہпиадных заہдач.  

Изучение данного курсہа направлено: на расширеہние знаний учہащихся; 

повышение уроہвня математہической поہдготовки; на развитہие умений 

нہаходить выہход из разہличных ситуаций, имеющих прہактический хہарактер; 

способствует форہмированию познавательных уہниверсальнہых учебных 

деہйствий, а иہменно, умеہний применہять язык теорہии графов в хоہде анализа и 

моہделированиہя различныہх ситуаций.  
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Тематика курсہа привлечет вہнимание шкоہльников, иہнтересующиہхся 

математہикой и ее прہиложениями 

Обучение курсу по вہыбору «Приہложения теорہии графов» направлено 

нہа достиженہие следующہих целей: 

в направлеہнии личностہного развитہия: 

 формирование преہдставлений о мہатематике, кہак части 

обہщечеловечесہкой культурہы, о значиہмости матеہматики в рہазвитии 

циہвилизации и соہвременного обہщества; 

 развитие лоہгического и крہитического мہышления, куہльтуры речہи; 

в метапредہмотном напрہавлении: 

 развитие преہдставлений о мہатематике кہак форме оہписания и 

метоہде познаниہя действитеہльности; 

 формирование обہщих способоہв интеллектуہальной деятеہльности, 

хہарактерных дہля математہики и являہющихся осноہвой познавہательной 

куہльтуры, знہачимой для рہазличных сфер чеہловеческой деہятельности; 

 развитие умений созہдавать, прہименять и преобрہазовывать зہнаки 

и симہволы, модеہли и схемы дہля решения учебہных и познہавательных зہадач. 

в предметноہм направлеہнии: 

 овладение мہатематичесہкими знаниہями и уменہиями, 

необہходимыми дہля продолжеہния образоہвания, изучеہние смежныہх 

дисциплиہн, применеہния в повсеہдневной жизہни. 

2. Общая хараہктеристика курса по вہыбору 

Курс по выбору «ہПриложения теорہии графов» орہиентирован нہа 

обучающиہхся 9 классہа.   

Основная цеہль курса: ознакомление обучہающихся с осہновными 

поہнятиями теорہии графов, метоہдами исслеہдования  рہазличных тہипов 

объектоہв и подструہктур в графہах, а также с рہядом классہических заہдач на 

графہах и описанием аہлгоритмов иہх решения. 

К задачам курса относятся:  

- создание усہловий для рہасширения обہщенаучного круہгозора и 

иہнтереса обучہающихся к преہдметной обہласти «Матеہматика»; 

- создание усہловий для ознакомления учہащихся с фундаментальными 

понятиями и алгоритہмами теории графоہв;  

- формировہание у обучہающихся умеہний и навыہков решениہя задач из 

теорہии графов; 

- создание усہловий для вовлечения обучہающихся в деہятельность 

сہвязанную с прہименением язہыка теории грہафов в разہличных ситуہациях.  

Формы оргаہнизации обучеہния: лекция, сеہминар, праہктикум, 

лаборہаторная работہа и др. Соہвременные пеہдагогическہие технолоہгии: 

игровہые (ролевые иہгры, игры-сореہвнования), иہнтерактивнہые (дискуссہии, 

эвристہические бесеہды), проблеہмное обучеہние (метод проеہктов, кейс-ہметод). 

3. Место курса в учебном пہлане 
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В соответстہвии с учебہным планом обрہазовательноہго учреждеہния 

програہмма рассчитہана на 16 часов. Курс по выбору вہходит в состہав 

предпрофہильной подہготовки обучہающихся 9 кہласса. 

4. Личностہные, метапреہдметные, преہдметные резуہльтаты освоеہния  

курса 

Освоение курсہа позволяет достہичь следуюہщих результہатов 

в личностноہм направлеہнии: 

1) умение ясно, точہно, грамотہно излагатہь свои мысہли в устноہй и 

письмеہнной речи, поہнимать смысہл поставлеہнной задачہи, выстраиہвать 

аргумеہнтацию, прہиводить прہимеры и коہнтр примерہы; 

2) критичность мہышления, уہмение распозہнавать логہически 

некорреہктные выскہазывания, отہличать гипотезу от фہакта; 

3) представление о мہатематичесہкой науке кہак сфере чеہловеческой 

деہятельности, об этہапах ее разہвития, о ее зہначимости дہля развитиہя 

цивилизаہции; 

4) креативность мہышления, иہнициатива, нہаходчивостہь, активностہь 

при решеہнии математہических заہдач; 

5) умение контроہлировать проہцесс и резуہльтат учебہной 

математہической деہятельности; 

6) способность к эہмоциональноہму восприятہию математہических 

объеہктов, задач, реہшений, рассуہждений; 

в метапредہметном напрہавлении: 

1) первоначальные преہдставления об иہдеях и о метоہдах матемаہитки 

как об уہниверсальноہм языке науہки и техниہки, о средстہве моделироہвания 

явлеہний и процессоہв; 

2) умение видетہь математичесہкую задачу в коہнтексте пробہлемной 

ситуہации в друہгих дисципہлинах, в оہкружающей жہизни; 

3) умение нахоہдить в разہличных источہниках инфорہмацию, 

необہходимую длہя решения мہатематичесہких проблеہм, и предстہавлять ее в 

поہнятной форہме; принимہать решение в усہловиях непоہлной и избہыточной, 

точہной и вероہятностной иہнформации; 

4) умение выдہвигать гипотезہы при решеہнии учебныہх задач и 

поہнимать необہходимость иہх проверки; 

5) умение приہменять индуہктивные и деہдуктивные сہпособы 

рассуہждений, виہдеть различہные стратеہгии решениہя задач; 

6) понимание суہщности алгорہитмических преہдписаний и уہмений 

дейстہвовать в соотہветствии с преہдложенным аہлгоритмом; 

7) умение самостоہятельно стہавить цели, вہыбирать и созہдавать 

алгорہитмы для реہшения учебہных математہических пробہлем; 

8) умение плаہнировать и осуہществлять деہятельность, нہаправленнуہю 

на решенہие  задач иссہледовательсہкого характерہа; 

в предметноہм направлеہнии: 
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1) умение работہать с матеہматическим теہкстом (анаہлизировать, изہвекать 

необہходимую инфорہмацию), точہно и грамотہно выражатہь свои мысہли в 

устноہй и письмеہнной речи с прہименением мہатематичесہкой 

терминоہлогии и сиہмволики, исہпользовать рہазличные язہыки 

математہики, провоہдить классہификации, лоہгические обосہнования, 

доہказательстہва математہических утہверждений; 

2) овладение геоہметрическиہм языком, уہмение испоہльзовать еہго для 

описہания предметоہв окружающеہго мира; рہазвитие прострہанственных 

преہдставлений и изобрہазительных уہмений, приобретеہние навыкоہв 

геометричесہких построеہний; 

3) умение приہменять изучеہнные понятہия, результہаты, методہы для 

решеہния задач прہактического хہарактера и зہадач из смеہжных 

дисциہплин с испоہльзованием прہи необходиہмости спраہвочных 

матерہиалов, калہькулятора, коہмпьютера. 

5. Содержаہние програہммы учебноہго курса 

Программа курсہа состоит из 8 тем и рассчитаہна на учащہихся 9 класса.  

Тема 1. Язык теорہии графов 

Введение в теорہию графов: эہкскурс в исторہию возникноہвения и 

разہвития теорہии графов.  Сہведения о прہиложениях теорہии графов (ہпримеры). 

Поہнятие граф, осہновные элеہменты графہа такие каہк, вершина и ребро. 

Сہмежность верہшин и ребёр грہафа. Виды грہафов: простоہй граф, муہльтиграф, 

псеہвдограф, орہграф и др. Пустоہй и полный грہаф. Степенہь вершины грہафа. 

Лемма о руہкопожатиях и сہледствие из нее. Реہшают задачہи с использоہванием 

разہличных видоہв графов. 

Тема 2. Маршруты в грہафах 

Определение мہаршрута, вہиды маршрутоہв: замкнутہый маршрут; цеہпь; 

цикл; простہая цепь; простоہй цикл. 

Алгоритмы поہиска маршрутоہв в графе (ہалгоритм поہиска в ширہину). 

Задачہи на нахожہдение циклہа, цепи, поہиск кратчаہйшего маршрутہа. 

Тема 3. Связность в грہафе. 

Понятие связہанных вершہин, какой грہаф являетсہя связным, компонентہы 

связностہи. Понятие дہвудольностہи графа, теореہма Кёнига и сہледствие из нее.  

Реہшают задачہи по новому мہатериалу.  

Тема 4. Эйہлеровы и Гہамильтоновہы графы. 

Задача о Кенигсберсہких мостах. Поہнятия Эйлероہв цикл и Эہйлеров 

граф. Поہнятия Гамиہльтонов грہафи и Гамиہльтонов циہкл. 

Игра Гамилہьтона «Круہгосветное путеہшествие» и ее бہлизость к 

прہактическим зہадачам.  

Фигуры, обводимые оہдним росчерہком. Предлہагается проہведение 

коہнкурса на сہамую красиہвую графичесہкую или теہкстовую заہдачу.  

Тема 5. Дереہвья 

Понятие дереہво, их своہйства. Понہятия нагруہженного грہафа, остовہного 

деревہа. Вес ребрہа, минималہьное остовہное дерево. Зہадачи на построеہние 

дерева вہариантов. 
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Тема 6. Укہладка графہа на плоскостہи 

Понятие плосہкие, планарہные графы. Зہадача «о треہх домах и треہх 

колодцах». Уہкладка графہа на плоскостہи. 

Тема 7. Прہиложения теорہии графов 

Задачи, реہшаемые с поہмощью теорہии графов из сہмежных дисہциплин. 

Тема 8. Заہщита проектоہв 

Подведение итоہгов изученہия курса, зہащита проеہктов. 

6. Учебно-методические ресурсہы 

Примерные теہмы проектнہых работ 

1. Графы в биоہлогии. 

2. Графы в геоہграфии. 

3. Графи в хиہмии. 

4. Графы в экоہномике. 

5. Графы в инфорہматике. 

6. Графы в псہихологии. 

7. Графы в гоہловоломках. 

 

 Литературہа для обучہающихся: 

1. Мельников О. И. Незہнайка в стрہане графов: Пособہие для учаہщихся. 

Изд. 5-е. М.: Кہнижный дом «ہЛИБРОКОМ», 2012ہ.  

2. Мельников О.ہИ. Заниматеہльные задачہи по теориہи графов, уч.- Метоہд. 

Пособие/ Изہд-е 2-е, стереотہип.- Минск: НТОО «ТетрہаСистемс», 2001. 

 

Литература дہля учителя: 

 

1. Альхова З.ہН., Макеевہа А.В Внекہлассная работہа по матемہатике. – 

Сہаратов: «Лہицей», 2002ہ. 

2. Березина Л.ہЮ. Графы и иہх примененہие. – М. «ہПросвещение», 

 979ہ1

3. Гусев В.А, Орہлов А.И. Розеہнталь А.Л. Вہнеклассная рہабота по 

мہатематике в 6-8 кہлассах. – М., «ہПросвещение», 1984ہ. 

4. Емеличев В. А., Меہльников О. И., Сہарванов В. И., Тہышкевич Р. 

И.      Леہкции по теорہии графов // М.: Нہаука, 1990. 

5. Кейв М.А Дہискретная мہатематика дہля будущего учہителя: 

учебہное пособие; Крہаснояр. гос. пеہд. ун-т им. В.ہП. Астафьеہва. – Красہноярск, 

2008.  

6. Харари Ф. Теорہия графов // М.: Мہир, 1973. 

Интернет-ресурсы и цہифровые обрہазовательнہые ресурсы 

1. Тест по теہме «Теория грہафов». - Реہжим доступہа: 

[https://kovriguineda.ucoz.ru/tests/1] 

https://kovriguineda.ucoz.ru/tests/1
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2. ЦОР по теме "Теорہия графов". Режим достуہпа:  [ http://mir-

information.blogspot.ru/2013/10/blog-post.html ] 

7. Планируемые резуہльтаты обучения 

Личностные резуہльтаты:  

Обучающийся умеет выбирہать желаемہый уровень мہатематичесہких 

результہатов; 

Метапредметные резуہльтаты: 

Регулятивные уہниверсальнہые учебные деہйствия 

Обучающийся: уہмеет анализہировать усہловие задачہи; умеет деہйствовать 

в соотہветствии с преہдложенным аہлгоритмом, состہавлять несہложные 

алгорہитмы построеہний; примеہнять приемہы самоконтроہля при решеہнии 

математہических заہдач; умеет оہценивать прہавильность вہыполнения деہйствия. 

Коммуникативные уہниверсальнہые учебные деہйствия 

Обучающийся: уہмеет строитہь речевые коہнструкции с исہпользованиеہм 

изученноہй терминолоہгии и симвоہлики; пониہмает смысл постہавленной 

зہадачи; осуہществляет коہнтроль, корреہкцию, оценہку действиہй партнера. 

Познавательные уہниверсальнہые учебные деہйствия 

Обучающийся: уہмеет анализہировать и осہмысливать теہксты задач, 

моہделирует усہловие с поہмощью схем, рہисунков, реہальных преہдметов, строہит 

логичесہкую цепочку рہассуждений; форہмулирует простеہйшие свойстہва 

изучаемہых математہических объеہктов; осущестہвляет выбор нہаиболее 

эффеہктивных способоہв решения зہадач в завہисимости от коہнкретных 

усہловий. 

Предметные обрہазовательнہые результہат: 

Обучающийся: вہладеет фундаментальными понятиями теории графоہв 

для послеہдующего свободного их использоہвания; умеет применять грہафы к 

различныہм областям науки 

8. Тематичесہкое планироہвание с опреہделением осہновных видоہв учебной 

деہятельности 
№ 

урока 

Тема урока и тہип 

урока 

Кол-во 

часоہв 

Элемент 

соہдержания 

Предметные резуہльтаты 

обучеہния 

УУД 

1 Язык теориہи 

графов 

Вводная леہкция  

2 Основные эہлементы 

грہафа: вершиہна, 

ребро. Вہиды 

графов: простоہй 

граф, муہльтиграф, 

псеہвдограф, 
орہиентированہный, 

полныہй. 

- знать осہновные 

элеہменты графہа; 

- уметь отہличать видہы 

графов; 

- владеть нہавыками 

прہименения теорہии на 
практہике. 

 

 

Регулятивные УУہД 

Адекватно сہамостоятелہьно 

оценивہать правилہьность 

выпоہлнения дейстہвия и 

вносہить свои корреہктивы 

Познавательные УУہД 

Осуществлять срہавнение, 

кہлассификацہию 

Коммуникативные УУہД 

Аргументировать сہвою 

точку зреہния. 

2 Маршруты в 

грہафах 

Лекция и 

прہактическая 

часть 

2 Виды маршрутоہв: 

замкнутہый, цепь, 

цہикл, простہая цепь, 

простоہй цикл. 

Поиск маршрута в 

грہафе.  

- знать опреہделение 

марہшрута; 

- уметь отہличать видہы 

маршрутоہв; 

- уметь наہходить 

марہшрут в графе; 

- знать опреہделения 

Регулятивные УУہД 

Уметь реалہизовать своہи 

знания. 

Познавательные УУہД 

Устанавливать прہичинно-

слеہдственные сہвязи. 

Коммуникативные УУہД 

http://mir-information.blogspot.ru/2013/10/blog-post.html
http://mir-information.blogspot.ru/2013/10/blog-post.html
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цеہпи, цикла, простоہй 
цепи и простоہго цикла и 

чеہм они отличہаются; 

- владеть наہвыками 

приہменения теорہии на 

практہике. 

Работать в груہппе, 
устанہавливать рہабочие 

отноہшения. 

3 Связность в грہафе 

Лекция и 

прہактическая 

чہасть 

 

2 Понятие свہязанных 

верہшин, связаہнный 

граф, коہмпоненты 

сہвязности. 

Двудольный грہаф. 

- знать поہнятие связہных 

вершин; 

- знать каہкой граф 

нہазывается сہвязным; 

- уметь наہходить 

комہпоненты свہязности; 

- знать опреہделение 

двуہдольного грہафа; 
- владеть наہвыками 

приہменения теорہии на 

практہике. 

 

Регулятивные УУہД 

Оценивать прہавильность 

вہыполнения деہйствия на 

уроہвне адекватہной 

ретросہпективной оہценки. 

Познавательные УУہД 

Проводить срہавнение и 

кہлассификацہию по 
задаہнным критерہиям. 

Коммуникативные УУہД 

Контролировать деہйствия 

партہнера. 

4 Эйлеровы грہафы, 

Гамильтоہновы 

графы 

Лекция и 

прہактическая 

чہасть 

2 Задача о 

Кеہнигсберскиہх 

мостах, Эہйлеров 

цикہл и Эйлероہв 

граф. Наہхождение 

фہигур обводہимых 

одним росчерہком. 

Гамильтов цہикл, 
Гамилہьтов граф, 

иہгра «кругосہветное 

путеہшествие». 

 

 

- уметь отہличать 

Эйлеров циہкл от 

Эйлерова графа; 

- уметь обہводить фигуру 

оہдним росчерہком; 

- уметь отہличать 

Гамильтов цہикл от 

Гамہильтонова графа. 

 

 

 

Регулятивные УУہД 

Навыки самоہконтроля. 

Познавательные УУہД 

Осуществлять вہыбор 

наибоہлее эффектہивных 

способоہв решения зہадач в 

завہисимости от 

коہнкретных усہловий. 
Коммуникативные УУہД 

Отображать  в 

речہи(описание, 

объہяснение) соہдержание 

соہвершаемых деہйствий. 

5 Деревья 

Лекция и 

прہактическая 

чہасть 

2 Понятие дереہва, 

свойстہва деревьеہв. 

- знать поہнятие дереہва; 

- знать своہйства дереہвьев 

и уметہь их примеہнять. 

 

 

Регулятивные УУہД 

Учитывать прہавила в 

плہанировании и коہнтроле 

способہа решения. 

Познавательные УУہД 

Использовать поہиск 

необхоہдимой инфорہмации 

для вہыполнения учебہных 
заданиہй с использоہвание 

учебہной литературہы. 

Коммуникативные УУہД 

Учитывать рہазные мненہия 

и стремہиться к 

коорہдинации разہличных 

позہиций. 

6 Укладка грہафа на 

плосہкости. 

Комбинированный 

уроہк 

2 Плоские, планарные 

грہафы, задача о 3 

доہмах и 3 коہлодцах. 

- знать поہнятия плосہкого 

и плаہнарного грہафа; 

- уметь наہходить 

решеہние нестанہдартных 

заہдач. 

Регулятивные УУہД 

Осуществлять итоہговый и 

поہшаговый коہнтроль по 

резуہльтату. 

Познавательные УУہД 

Проводить срہавнение, 

кہлассификацہию по 

задаہнным критерہиям. 

Коммуникативные УУہД 

Строить моہнологическое 

коہнтекстное реہшение. 

7 Приложения 

теорہии графов 

Практическая 

рہабота 

2 Решение заہдач из 

друہгих дисципہлин 

- уметь решатہь задачи с 

использоہванием 

получеہнных знаниہй 

теории грہафов; 

 

Регулятивные УУہД 

Планировать путہи 

достиженہия цели. 

Познавательные УУہД 

Создавать и 
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преобрہазовывать моہдели и 
схеہмы для решеہния задач. 

Коммуникативные УУہД 

Организовывать и 

пہланировать учебہное 

сотрудہничество с 

учителем и сہверстникамہи. 

8 Итоговое зہанятие. 

Творческие 

иہндивидуальہные и 

групہповые работہы 

 

2 Защита проеہктов. - уметь прہименять и 

преہдставлять 

поہлученные зہнания на 

прہактике. 

  

Регулятивные УУہД 

Анализировать и 

соہпоставлять сہвои знания. 

Познавательные УУہД 

Обучать осہновам 

реалہизации 

иссہледовательсہкой 
деятелہьности. 

Коммуникативные УУہД 

Договориться о 

соہвместной деہятельности, 

прہиходят к обہщему 

решенہию, в том чہисле в 

ситуہации столкہновения 

интересоہв. 

 

 

2.2 Конспеہкты занятиہй курса по вہыбору «Приہложения теорہии графов». 

Конспект зہанятий №1. 

Тема: «Языہк теории грہафов» (2ч.) 

Основная дہидактическہая цель:  знакомстہво с базовہыми понятиہями 

теории грہафов: граф, вершина, ребро, простоہй граф, муہльтиграф, 

псеہвдограф, орہиентированہный граф, поہлный граф, лемма о руہкопожатиях. 

План 

1. Организационный моہмент; (5 мин) 

2. Экскурс в исторہию возникноہвения теорہии графов; (15 мин) 

3. Введение в теорہию графов: осہновные понہятия; (40 мин) 

4. Практикум: реہшение задач; (25 мин) 

5. Итог урока; (10 мин) 

6. Рефлексия; (5 мہин) 

Ход занятиہя 

1. Организационный моہмент 

Что вы слыہшали о «Грہафе»? Вы дہаже себе преہдставить не моہжете, 

сколہько интересہного скрывہается под этہим словом.  Граф – замечہательный 

мہатематичесہкий объект, с еہго помощью моہжно решать мہного различہных, 

внешне не поہхожих друг нہа друга заہдач. В матеہматике сущестہвует целый 

рہаздел – теорہия графов, которہый изучает грہафы, их своہйства и прہименение. 

Графы окруہжают нас поہвсюду. Даже есہли мы сейчہас возьмем прہимер, 

кругоہворот воды в прہироде (рис.1.1). Это тоہже граф. Друہгой пример, 

иссہледуя свою роہдословную, мہы строим геہнеалогичесہкое древо, и это дреہво 

тоже грہаф (рис.1.2ہ). 
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                  (Рис.1.1)                                                  (ہРис.1.2) 

2. Экскурс в исторہию возникноہвения теорہии графов 

Родоначальником теорہии графов счہитается выہдающийся мہатематик, 

чہлен Петербурہгской акадеہмии наук Леоہнард Эйлер. 

В 1736 году в оہдном из своہих писем оہн формулирует и преہдлагает 

реہшение задачہи о семи кёہнигсбергскہих мостах, стہавшей впосہледствии оہдной 

из клہассических зہадач теориہи графов(рис.1.3). 

 

Рис.1.3 

Издавна среہди жителей Кёہнигсберга бہыла распрострہанена такаہя 

загадка: кہак пройти по всеہм мостам (через реہку Преголя), не проہходя ни по 

оہдному из нہих дважды. Мہногие кёниہгсбержцы пہытались реہшить эту зہадачу 

как теоретہически, таہк и практичесہки, во вреہмя прогулоہк. Впрочем, доہказать 

или оہпровергнутہь возможностہь существоہвания такоہго маршрутہа никто не 

моہг. 

Задание: поہпробуйте отہветить на воہпрос «Можно лہи, выйдя из доہма, 

прогуляться по все мостہам по одноہму разу, и верہнуться домоہй?» 

Ученики прہиходят к вہыводу, что неہльзя пройтہи по всем мостہам один 

раз и верہнуться домоہй. 

3. Введение в теорہию графов, основные поہнятия. 
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Пусть задаہно некоторое неہпустое мноہжество V и множестہво E пар 

различہных элементоہв из V. Элементы мہножества V  называютсہя вершинами 

графа, элементы мہножества E называютсہя ребрами грہафа, а пара (V, E) т.е. 

мноہжество верہшин и множестہво ребер, нہазывается графом.  

Изображен граф G (рис. 1.4), заданный мہножеством верہшин 

V={1,2,3,4,5} и мہножество ребер E={(1,2), (2,3ہ), (4,2), (3ہ,4)}. 

 

 
Рис. 1.4 

Если две верہшины графа соеہдинены реброہм, то они нہазываются 

смежными.  

Число ребер, вہыходящих из вершины V, называют степенью верہшины 

V и обозначہаются d(v).  

Задание: Определите стеہпени вершиہн: d(1), d(2), d(3), d(4), d(5). 

Обратим внہимание на верہшину 5 (рис. 2.1), d(5)=0, такہая вершина 

нہазывается изолированной, а вершинہа степени 1- висячей (например, на рис. 

2.1 вہисячей явлہяется вершина 1).  

Петля- это ребро, которое может «выہходить и зہаходить» в оہдну и ту же 

верہшину. 

Если ребро яہвляется петہлей, то его стеہпень считаہют дважды. 

Рассмотрим это оہпределение нہа примере (ہРис. 1.5). 

 

 
Рис. 1.5 

 

Deg Vn-называют чہисло 

ребер, соотہветсвующее этоہй 

вершине. 

Deg V1=4 

Deg V2=2 

Deg V3=1 

Deg V4=3 

Deg V5=1 

Deg V6=2 

Количество ребер, исходящих из вершины, называютсہя степенью этоہй 

вершины. 

Если ребро e соединяет верہшины u и v, то говорہят, что  

 Вершины u и v инцидентны ребру e; 

 Ребро e инцидентно верہшинам u и v; 

 Вершины u и v смежны ( прہи условии u ≠ v ) (Рис.1.6) 
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Если k ребер (k>1) инцидентны оہдной и той же пہаре вершин, то этہи ребра 

обрہазуют кратہное ребро крہатности k. Вершина, не иہнцидентная нہикакому 

ребру, нہазывается изоہлированной. 

 
Рис. 1.6 

Рассмотрим зہадачу: «На соревнованиях по теہннису участвовہало 5 

спортсہменов. Во время цереہмонии открہытия каждыہй пожал руہку друг друہгу. 

Сколько руہкопожатий бہыло совершеہно?» 

Решение: Дہля решения этоہй задачи изобрہазим ее усہловие графہически, 

преہдставив спортсہменов - точہками, а их руہкопожатия- соеہдиняющими точہки 

линиями (ہРис. 1.7).   

 
Рис. 1.7 

Изобразив усہловие этой зہадачи с поہмощью рисуہнка, можно леہгко 

посчитہать линии обозہначающие руہкопожатия и сہказать ответ, но кہак вы 

постуہпите, если коہличество учہастников в усہловии задачہи увеличитсہя до 

100? 

Ученики преہдлагают своہи варианты реہшения. 

Учитель: поскольку в кہаждом рукоہпожатии учہаствуют две руہки, то при 

лہюбом числе руہкопожатий обہщее число поہжатых рук (ہпри этом кہаждая рука 

учہитывается стоہлько раз, во сہкольких руہкопожатиях оہна участвоہвала) равно 

уہдвоенному чہислу рукопоہжатий. 

Лемма о руہкопожатиях. Сумма степеہней всех верہшин графа - четہное 

число, равное удвоеہнному числу ребер. 

                        

Следствие из леммы о руہкопожатиях. 

1. В графе чисہло вершин нечетہной степенہи – четное. 

2. Число ребер в поہлном графе n(ہn-1)/2 (грہаф полный – есہли любые 

дہве его верہшины смежнہые). 

Если две рہазличные верہшины графа соеہдинены более чеہм одним 

реброہм, то такие ребрہа называют крہатными, а грہаф мультиграф. 

Если у графہа существуہют ребра с соہвпадающими коہнцами (петہли), то 

этот грہаф называетсہя псевдограф. 

Граф без крہатных ребер и петеہль называют простым графом. А грہаф в 

котороہм ребра орہиентированہы, называетсہя ориентированным. 

4. Практикум, реہшение задач. 
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Задача 1. Определите вہид графа, преہдставленноہго на рис.1.8 

 
Ответ: а) Простоہй граф; б) муہльтиграф; в) орہиентированہный; г) псеہвдограф. 

Задача 2. В шахматہном турнире по круہговой системе принимہали 

участие 8 иہгроков. Сколько партہий было сыہграно? 

Решение: Преہдставим, что верہшины игрокہи в шахматہном турнире, а 

ребрہа сыгранные встречہи. Так как пہартия АБ и БہА одна и тہа же, а всеہго в 

графе 56 ребер (рہис. 1.9), рہаздели попоہлам и получہим, что всеہго сыграно 28 

пہартий.  

 
Рис. 1.9 

Ответ: 28 пہартий. 

Задача 3. В шахматہном турнире по круہговой систеہме участвуہют 5 

школьہников. Известہно, что Миہша и Саша проہвели по 4 встречہи, Костя и 

Жеہня -  по 3, Вہаня – 2. С кеہм сыграл Вہаня? 

Решение: Преہдставим,  что верہшины это иہмена мальчہиков, а ребрہа 

графа это проہведенные встречہи. Внесем все дہанные в грہаф, т.к. Мہиша и 

Саша проہвели по 4 встречہи, от этих верہшин отходит 4 ребрہа к другим 

верہшинам, Костہя и Женя по 3, и тہак аналогичہно. Приходہим к выводу, что 

Вہаня сыграл тоہлько с Мишеہй и Сашей (рہис. 1.10) 

 
Рис. 1.10 

Ответ: Ванہя сыграл с Мہишей и Сашеہй. 

a) б) в) г) 

Рис. 1.8 

 



24 

 

5. Итог урока. 

Вопросы длہя подведенہия итогов зہанятия: 

 Что такое грہаф? 
 Какой граф нہазывается поہлным? 
 Какой граф нہазывается муہльтиграф? 
 Сформулируйте леہмму о рукоہпожатиях? 

Домашнее зہадание: 

Задача 1.  Определите, кہакие из прہиведенных нہиже графов поہлные, а 

каہкие нет. 

 
Задача 2. В шахматноہм турнире по круہговой систеہме участвуہют 5 

школьہников. Известہно, что Кеہша сыграл 5 пہартий, Толہя – 4, Семеہн – 2, Васہя 

– 1. Сколько встреч проہвели? 

6. Рефлексия.  

На столе у вہас лежат аہнкеты (рис. 1.11) дہля заполнеہния, подчерہкните 

тот вہариант, которہый вам подہходит. 

 
Рис. 1.11 

 

Конспект зہанятий №2 

Тема: «Маршруты в грہафах» (2ч.) 

Основная дہидактическہая цель:  знакомстہво с понятием «ہмаршрут» и 

видами маршрутов: зہамкнутый, цеہпь, цикл, простہая цепь, простоہй цикл. 

Поиск маршрута в грہафе. 

План 

1. Организационный моہмент, самостоятеہльная работہа; (10 мин) 

2. Виды маршрутоہв; (40 мин) 

3. Поиск маршрута в грہафе;(10 мин) 

4. Практикум: реہшение задач; (25ہ мин) 

5. Итог урока; (10 мہин) 

6. Рефлексия; (5 мہин) 

G5 G2 G4 G3 G1 
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Ход занятиہя 

1. Организационный моہмент, самостоہятельная рہабота. 

Учитель прہиветствует учеہников, и дہает задание дہля проверкہи усвоения 

проہшлой темы тہаблица 3 . Учеہникам дана тہаблица с нہазваниями грہафа, им 

нуہжно нарисоہвать нужныہй граф. 

Таблица 3. Сہамостоятелہьная работہа «Виды грہафов» 

Простой грہаф  

Мультиграф  

Псевдограф  

Пустой граф 

 

 

Полный граф  

Ориентированный грہаф  

 

2. Виды маршрутоہв. 

Учитель: На прошлоہй с Вами встречہи мы разобрہали такие поہнятия как: 

грہаф, ребра грہафа, вершиہны графа, нہаходили стеہпени вершиہн и др. 

Познакомились с вہидами графоہв, а сегодہня мы с ваہми рассмотрہим, какие 

мہаршруты встречہаются в грہафах. А вообہще что такое мہаршрут? (Обсуہждают, 

высہказывают сہвои вариантہы). 

Маршрутом называетсہя конечная посہледовательہность вершہин и 

инцидентных им ребер дہанного графہа, в котороہм конец каہждого ребрہа, кроме 

посہледнего, яہвляется начہалом следуہющего ребрہа (рис.1.12ہ). 

 
Рис. 1.12 

Маршрут 1: X1-a1-X2-a3-X4-a4-X3 

Задание: Составить сہвой маршрут. 

Если концоہм последнеہго ребра яہвляется перہвая вершинہа, то путь 

нہазывается замкнутым. 

Число ребер, вہходящих в дہанный путь, нہазывается еہго длиной. 

Цепью называетсہя такой незہамкнутый мہаршрут, где все ребрہа 

различны. 

Если различہны и вершиہны, то цепь называетсہя простой.  
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Цепь назывہается циклом, когда у нее соہвпадает перہвая и послеہдняя 

вершиہна. 

Если цепь простہая, то и цہикл простоہй. 

Множество всеہх вершин грہафа G, смежных  с вершиноہй Х2, 

называетсہя окружением верہшины Х2. 

Задание: Из рисункہа 4 выпишите: а) Цہикл; б)  Простоہй цикл; в) Простуہю 

цепь. 

3. Поиск маршрута в грہафе. 

Сейчас мы с вہами запишеہм алгоритм «ہпоиск в ширہину», с поہмощью 

котороہго, можно нہайти маршрут в грہафе (рис.1.13ہ). 

 

 Начинаем с проہизвольной верہшины, припہисываем ей ноہмер 0. 

 Каждой верہшине из окружения  вершины с ноہмером 0 прہиписываем 1. 

 Рассматриваем поочереہдно окружеہние всех верہшин с номероہм 1 и 

каждоہй не входяہщих в это оہкружение верہшин еще не зہанумерованہных, 

приписہываем номер 2. 

 Далее рассہматриваем оہкружение всеہх вершин с ноہмер 2 и проہделываем 

аہналогично.  

 
Рис. 1.13 

4. Практикум, реہшение задач. 

Задача 1. На рисунہке 1.14 изображен грہаф дорог меہжду городаہми А и 

В. Оہпределите: 1) число мہаршрутов меہжду городаہми А и В; 2) мہаршруты, 

соہдержащие нہаименьшее чہисло  промежуточных пунктов меہжду городаہми; 

3) марہшруты, содерہжащие наибоہльшее число промежуточہных пунктоہв; 4) 

маршрутہы, имеющие нہаименьшую дہлину; 5) мہаршруты, иہмеющие 

наибоہльшую длину. 

 
Рис. 1.14 
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Ответ: между гороہдами  А и В 10 мہаршрутов. Наименьшее чہисло 

промеہжуточных пуہнктов содерہжит маршрут ( А, а, В) – 1. Нہаибольшее чہисло 

промеہжуточных пуہнктов содерہжит маршрут (A, c, b, d, e, B) – 4. 

Наименьшую дہлину имеет мہаршрут  (A, b, d, B) – 9. Наибоہльшую для иہмеет 

маршрут (A, c, b, d, e, B) – 17. 

Задача 2. В нарисоваہнных графаہх G1 и G2 выпишите все цеہпи, 

простые цеہпи и циклы. 

5.  

Ответ: G1 – простые цеہпи длины 1: (1, 2),  (3 ,2ہ). Простہая цепь длہины 2: (1, 2, 

3). G2 - простые цеہпи длины 1: ребрہа графа. Простہые цепи длہины 2: (1, 2, 3) , 

 ,ины 3: (1, 2, 3, 1), (1, 2, 3ہые цепи длہПрост .(4 ,3 ,2ہ) ,(3 ,1 ,2ہ)  ,(4 ,3 ,1) ,(2 ,3 ,1)

 .(4 ,3 ,1 ,2ہ)  ,(4

Задача 3.  Поставьте в соотہветствие преہдложенному нہиже лабириہнту 

граф и состہавьте карту еہго прохождеہния (рис. 1.15). 

 
Рис. 1.15 

5.Итог уроہка 

Вопросы длہя подведенہия итогов зہанятия: 

 Что такое мہаршрут в грہафе? 

 Какой маршрут нہазывают заہмкнутый? 

 Какой маршрут нہазывают цеہпью? 

 Какой маршрут нہазывают циہклом? 

 Чем отличаетсہя цикл от цеہпи? 

Домашнее зہадание: 

Задача 1: Изобразите в вہиде графа сہхему дорог меہжду Вашим доہмом и 

школоہй. Определہите самый коротہкий и самыہй длинный мہаршрут. 

Задача 2: Выпишите из рисункہа 1.16: а) Цикл; б)  Простоہй цикл; в) Простуہю 

цепь. 

G1 

G2 
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Рис. 1.16 

На итоговоہм занятии, кہаждый обучہающий индиہвидуально, лہибо в 

параہх должен зہащитить проеہкт. Темы проеہктов лежат у кہаждого на стоہле. 

Темы моہгут повторہяться, или моہжно выбратہь свою тему, сہвязанную с 

теорہией графов и ее прہиложениями, преہдварительно соہгласовать с учہителем.  

6.Рефлексия. 

Учитель: Кہакой из рассہмотренных грہафов вам зہапомнился боہльше 

всего? Что вہызвало затруہднение? Естہь ли моментہы, над которہыми стоит еہще 

поработہать? 

Конспект зہанятий №3 

Тема: «Связность в грہафе» (2ч.) 

Основная дہидактическہая цель:  знакомство с понятием связанных 

верہшин, связаہнный граф, компоненты сہвязности, двудольный граф. 

План 

1. Актуализация зہнаний; (10 мин) 

2. Понятие свہязанных верہшин, связаہнный граф, коہмпоненты сہвязности; 

(40 мин) 

3. Двудольный грہаф;(15 мин) 

4. Практикум: реہшение задач; (25 мин) 

5. Итог урока; (10 мہин) 

6. Рефлексия; (5 мہин) 

Ход занятиہя 

1. Актуализация зہнаний. 

Ребята, даہвайте вспоہмним, что мы изучہали на проہшлом уроке. Дہля 

этого, поہжалуйста, вہыпишите: мہаршрут, цеہпь, простуہю цепь, простоہй цикл 

(рис. 1.17). У кہаждого будет сہвой маршрут, цеہпь и цикл. 

 
Рис. 1.17 
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2. Понятие свہязанных верہшин, связаہнный граф, коہмпоненты 

сہвязности. 

Разберем, что же тہакое связнہый граф? 

Граф назывہается связным, если от лہюбой его верہшины можно по 

ребрہам перейти (существует мہаршрут) к любой друہгой. В протہивном случہае, 

граф нہазывается несвязным.  

Будем говорہить, что дہве вершины грہафа принадہлежат одноہй 

компоненте, есہли от одноہй из них до друہгой можно переہйти по ребрہам графа.  

Каждая комہпонента явہляется связہным графом. 

Ребро графہа называетсہя мостом, если при еہго удалениہи число 

коہмпонент свہязности увеہличивается нہа единицу. 

Задание: Определите, кہакие из нарہисованных нہиже графов сہвязные, а 

кہакие несвязہные? Опредеہлите число коہмпонент несہвязных графоہв(рис.1.18). 

 
Рис 1.18 

Ответ: графہы G1и G3 – связаннہые, имеют по оہдной компоہненте. Графہы 

G2 и G4 несвязные. У грہафа G2 две компоہненты, у грہафа G4 три 

компоہненты. 

3. Двудольный грہаф. 

Граф назывہается двудольным, если сущестہвует такое рہазбиение 

мہножества еہго вершин нہа две частہи (доли), что коہнцы каждого ребрہа 

принадлеہжат разным чہастям. Еслہи при этом лہюбые две верہшины, входہящие в 

разہные доли, сہмежны, то грہаф называетсہя полным дہвудольным 

Теорема Кёہнига: Для двудоہльности грہафа необхоہдимо и достہаточно, 

чтобہы он не соہдержал цикہлов нечётноہй длины.  

Следствие: Граф являетсہя двудольнہым тогда и тоہлько тогда, коہгда он 

не иہмеет простہых циклов нечетہной длины.  

Существует простоہй способ рہаспознаванہия двудольہности графہа. Этот 

способ осہнован на простоہм приеме, нہазываемом поہиском в ширہину, которое 

мہы рассматрہивали ранее. 

4. Практикум, реہшение задач. 

Задача 1. Какое наہименьшее чہисло ребер нуہжно добавитہь к несвязہным 

графам, зہаданным на рис.1.18 для того, чтобہы получить сہвязные графہы? 

Ответ: граф G2 – одно ребро, грہаф G4 два ребрہа. 
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Задача 2. Определите, кہакие из нарہисованных нہиже графов яہвляются 

двуہдольными, а кہакие нет? Естہь ли среди них поہлные двудоہльные 

графہы(рис.1.19)? 

 
Рис.1.19 

Ответ: двуہдольными не яہвляются грہафы G3, G8, G9. Остальнہые графы 

дہвудольные. Из нہих полные дہвудольные грہафы G2, G6, G7. 

Задача 3.  В двух тенہнисных комہандах одинہаковое чисہло игроков. 

Кہаждый игроہк одной коہманды встретہился с кажہдым игрокоہм второй 

коہманды. Скоہлько встреч проہведено, есہли в команہдах: а) по 3 иہгрока; б) по 4 

иہгрока; в) по 5 иہгроков. 

Ответ: а) 9; б) 16; в) 25. 

5. Итог урока. 

Вопросы длہя подведенہия итогов зہанятия: 

 Какой граф нہазывают свہязным? 
 Как опредеہлить компоہненты связہности? 
 Какой граф нہазывается дہвудольным? 
 Каким способоہм мы можем оہпределить дہвудольный грہаф? 

Домашнее зہадание: 

Задача 1. В двух тенہнисных комہандах одинہаковое чисہло игроков. 

Кہаждый игроہк одной коہманды встретہился с кажہдым игрокоہм второй 

коہманды. Скоہлько игрокоہв в командہах, если проہведено: а) 16 встреч; б) 25 

встреч; в) 49ہ встреч. 

Решите задачу и оہпределите связہный это грہаф или нет. 

Задача 2. «Между девятہью планетаہми Солнечноہй системы вہведена 

косہмическая сہвязь. Ракетہы летают по сہледующим мہаршрутам: Зеہмля-

Меркурہий, Плутон-ہВенера, Зеہмля-Плутон, Пہлутон-Меркурہий, Меркурہий-

Венера, Урہан-Нептун, Неہптун-Сатурہн, Сатурн-ہЮпитер, Юпہитер-Марс, 

Мہарс-Уран. Моہжно ли добрہаться с Зеہмли до Марсہа?» 

6.Рефлексия  

Перед вами преہдставлены нہачало предہложений, поہжалуйста, вہыберите 

двہа предложеہния и закоہнчите их.  

o сегодня я узہнал... 

o было трудно… 

o я понял, что… 

o я научился… 
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o я смог… 

o было интересہно узнать, что… 

o меня удивиہло… 

o мне захотеہлось… и т.ہд. 
 

Конспект зہанятий №4 

Тема: «Эйлеровы и Гамильтоہновы графы » (2ч.) 

Основная дہидактическہая цель:  знакомство с Эہйлеровым цہиклом и 

Эйہлеровым грہафом, задача о Кеہнигсберскиہх мостах, нахождение фہигур 

обводہимых одним росчерہком. 

План 

a. Актуализация зہнаний; (5 мин) 

b. Эйлеров циہкл и Эйлероہв граф, нахождение фہигур 

обводہимых одним росчерہком;( 30мин) 
c. Гамильтонов цہикл, Гамилہьтонов граф; (25 мин) 
d. Практикум: реہшение задач; (35 мин) 
e. Итог урока; (10 мہин) 
f. Рефлексия; (5 мہин) 

Ход занятиہя 

1. Актуализация зہнаний. 

На прошлом зہанятии мы с вہами рассмотреہли понятия и вہиды связных 

грہафов, какие грہафы называہют двудольہными. А сеہгодня мы с вہами 

рассмотрہи еще один вہид графов Эہйлеровы и Гہамильтоновہы. 

2. Эйлеров циہкл и Эйлероہв граф, нахождение фہигур обводہимых 

одним росчерہком. 

На первом уроہке мы с вами уже зہнакомились с Леоہнардом Эйлероہм и 

задачеہй «О кёнигсберہгских мостہах», сегодہня мы узнаеہм, что такое эہйлеровы 

циہклы. 

Задача: (о Кеہнигсбергскہих мостах) Сеہмь мостов Кеہнигсберга (ہныне 

Калинہинград) расہположены нہа реке Преہголь следуہющим образоہм (рис.1.20): 

 
Рис.1.20 

Попробуйте проہйти по кажہдому мосту роہвно один рہаз в вернутہься 

обратно. 

Цикл, содержащہий все ребрہа графа, нہазывается Эйлеровым. 

В 1736 году Леоہнард Эйлер доہказал неразреہшимость заہдачи. 
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Связный грہаф, имеющиہй Эйлеров цہикл, назывہается Эйлеровым 

грہафом. Такой грہаф можно нہарисовать, не отрہывая каранہдаша от буہмаги и не 

поہвторяя линہий (одним росчерہком). 

Теорема: Связный грہаф, у котороہго больше оہдной вершиہны, являетсہя  

Эйлеровہым тогда и тоہлько тогда, коہгда степенہи всех верہшин четны. 

Эйлерова цеہпь существует тоہлько тогда и тоہлько тогда, коہгда 

выполнہяется следуہющие условہия: 

 Граф связнہый. 
 Степени верہшин четные. 
 Если А – нہачало пути, а В – коہнец пути и А не соہвпадает с В, то 

иہх степени нечетہные. 
 Если А – нہачало пути, а В – коہнец пути и А соہвпадает с В, то иہх 

степени четہные. 

Задание: Докажите, что дہанные графہы Эйлеровы(рہис.1.21) 

 
Рис.1.21 

3. Гамильтонов цہикл, Гамилہьтонов граф. 

Попробуем реہшить ту же сہамую задачу о «ہКенигсбергсہких мостах»,  

тоہлько немноہго изменив усہловие: «Моہжно ли обоہйти все частہи суши и 

верہнуться обрہатно при этоہм в каждой чہасти суши, побہывав только оہдин 

раз?» (Ученики реہшают задачу, и поہказывают нہа доске все возہможные 

способہы решения.)  

Таким образоہм, решив зہадачу о «Кеہнигсбергскہих мостах» с иہным 

условиеہм, мы можеہм ввести еہще одно ноہвое для нас оہпределение. 

Гамильтонов цہикл - это простоہй цикл в грہафе, содерہжащий все 

верہшины графа. 

В 1859 г. У. Гамилہьтон придуہмал такую иہгру: 20 верہшин правилہьного 

12-грہанника соотہветствуют 20 гороہдам. Нужно обоہйти все гороہда по одноہму 

разу и прہи этом верہнуться в тот же гороہд, из котороہго вышел (ہРис 1.22). 

Попробуйте реہшить эту зہадачу. 

 
Рис. 1.22 

Итак, что бہы научитьсہя отличать Гہамильтоновہы циклы от Эہйлеровых, 

нуہжно запомнہить: «В эйہлеровых циہклах нужно проہйти ровно оہдин раз по 
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всеہм ребрам грہафа, а в гہамильтоновоہм нужно проہйти один рہаз по всем 

верہшинам». 

4. Практикум, реہшение задач. 

Задача 1. Являются лہи нарисоваہнные ниже грہафы эйлероہвыми? Если грہаф не 

являетсہя эйлеровыہм, то так проہведите в неہм наименьшее чہисло ребер, чтобہы 

он стал эйہлеровым (рис.1.23). 

 
Рис. 1.23 

Ответ: графہы G2 и G3 эйлеровы. В грہафе G1 нужно добہавить одно ребро, а в 

грہафе G4 два ребрہа, для того, чтобہы  превратہить эти грہафы в эйлероہвы. 

Задача 2. Сколько суہществует сہпособов добہавить миниہмальное чисہло 

ребер в грہафе G4 для того, чтобہы превратитہь его в эйہлеров (рис.1.24)? 

 
Рис.1.24 

Ответ: 3 сہпособа: 1) добہавить ребрہа (1, 3) и (11 ,9ہ); 2) добہавить ребрہа 

(1, 9) и (11 ,3ہ); 3) добہавить ребрہа (1, 11) и (9 ,3ہ). 

Задача 3. Проверьте, яہвляются ли прہиведенные грہафы эйлероہвыми, и 

есہли да, то выделите в нہих эйлеровہы циклы  и гہамильтоновہы (рис. 1.25ہ)? 

 
Рис. 1.25 

Ответ: а) ,б) , г), д) – не эہйлеров цикہл, в) эйлероہв цикл., все гамиہльтоновы. 

Задача 4.  Экспозиция кہартинной гہалереи преہдставляет собоہй систему 

корہидоров, на обеہих стенах которہых развешаہны картины (рис.1.26): 
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Рис.1.26 

Можно ли преہдложить таہкой маршрут осہмотра экспозہиции, при 

котороہм посетитеہль проходит вہдоль каждоہй стены роہвно один рہаз? 

Ответ: замеہним каждый корہидор в схеہме двумя ребрہами: 

  

 
При этом стеہпень каждоہй вершины ноہвого графа стہановится четہной. 

Поэтоہму в графе моہжно построہить эйлероہв цикл, которہый и опредеہлит 

нужный мہаршрут осмотрہа экспозицہии. 

Задача 5.  Шесть остроہвов на реке в парке «Лотос» соеہдинены 

мостہами. Можно ли, нہачав прогуہлку на одноہм из остроہвов, пройтہи по 

каждоہму из мостہиков ровно оہдин раз и верہнуться на тот же остроہв? В случае 

отрہицательного отہвета опредеہлите, сколہько мостикоہв и между кہакими 

остроہвами достаточہно построитہь, чтобы тہакая прогуہлка стала возہможной 

(рис.1.27). 

 
Рис. 1.27 

Ответ: Мост меہжду островہами 2 и 4. 

5. Итоги урокہа. 

Вопросы длہя подведенہия итогов зہанятия: 

 Какой граф нہазывают эйہлеровым, гہамильтоновہым? 
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 Какой цикл нہазывают эйہлеровым, гہамильтоновہым? 
 Какой граф моہжно обвестہи одним росчерہком? 

Домашнее зہадание: 
Задача 1.  Можно ли нہарисовать изобрہаженные ниہже фигуры, не 

отрہывая каранہдаша от буہмаги, причеہм каждую точہку фигуры кہарандаш 

доہлжен прохоہдить, тольہко один раз(рис. 1.28)? 

 
Рис. 1.28 

Задача 2. Являются лہи нарисоваہнные ниже грہафы гамильтоновым? 

Если граф не яہвляется гамильтоновым, то так проہведите в неہм наименьшее 

чہисло ребер, чтобہы он стал гамильтоновым (рہис.1.29). 

 
Рис.1.29 

6. Рефлексия. 

У каждого обучہающегося нہа столе леہжит мишень, в неہй четыре 

сеہктора,  оцеہните уровеہнь своей рہаботы, выстреہлив в нужнہый круг. 

 
 

 

 

Конспект зہанятий №5 

Тема: «Деревья» (2ч.) 

Основная дہидактическہая цель: знакомство с понятием дереہва, свойстہва 

деревьеہв. 

План 

1. Актуализация зہнаний; (10 мин) 

2. Понятие дереہва, свойство дереہвьев;(25 мин) 

3. Практикум: реہшение задач; (45 мин) 

4. Итог урока; (10 мہин) 
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5. Рефлексия; (5 мہин) 

Ход занятиہя 

1. Актуализация зہнаний. 

Учитель прہиветствует обучہающихся. Соотнесите грہаф и его моہдель (Таблица 

4).  

Таблица 4 

 

Дерево 

 

Псевдограф 

 

Ориентированный грہаф 

Какой новыہй вид графہа вам встретہился? Чем отہличается от друہгих? 

Понятие дереہво мы можеہм встретитہь в различہных областہях науки, и в 

рہазное времہя разные учеہные выводиہли все новہые определеہния деревьеہв. 

Например, Г. Кирхгоф прہименил их к иссہледованию эہлектрическہих цепей, 

А. Кэہли с помощہью деревьеہв перечислہил изомеры нہасыщенных 

уہглеводородоہв. К. Жордہан впервые рہассмотрел иہх как чисто 

мہатематичесہкий объект и мہногие другہие. 

2. Понятие дереہва, свойстہво деревьеہв. 

Рассмотрим зہадачу, разбеہйтесь на груہппы и попробуہйте составہить граф 

по зہадаче. 

Задача 1. Бабушка печет несہладкие и сہладкие пироہжки.  Неслہадкие 

пироہжки с мясоہм или капустоہй, сладкие – с меہдом или вареہньем: 

клубہничным, маہлиновым илہи черничныہм. Изобразہите это с поہмощью графہа. 

Ответ : 

 
Рис. 1.30 

И так решиہв задачу и сہделав описہание получеہнного графہа, мы с 

леہгкостью смоہжем вести оہпределение «ہДерева» и изобрہазить его (ہРис. 1.30). 

Дерево-это связнہый граф, не соہдержащий цہиклов. 

Лес, любой граф не соہдержащий цہикл. 

Свойство 1. Дہля каждой пہары вершин дереہва существует 

еہдинственныہй путь, их соеہдиняющий. 
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Свойство 2. Всہякое ребро в дереہве являетсہя мостом. Посہле удалениہя 

любого ребрہа, дерево расہпадается нہа два несвязных грہафа. 

Свойство 3. В дереве чہисло вершиہн на одну боہльше числа ребер. 

Учитель: Графы мы встречہаем каждый деہнь в повсеہдневной жизہни, 

приведہите мне прہимеры графоہв-деревьев? (С поہмощью дереہвьев можно 

состہавить свое геہнеалогичесہкое дерево, грہафы используہются для 

преہдставления коہммуникациоہнные сетей, схемы элеہктрических и 

эہлектронных прہиборов, хиہмических моہлекул, отноہшение между лہюдьми и 

мноہгое другое.) Графы поہмогают нагہлядно предстہавить автоہмобильные 

мہаршруты, ребрہа у них явہляются улиہца и автодороہги, а вершہинами - 

насеہленные пунہкты и гороہда. Вершинہы таких грہафов имеют нہаименованиہя, 

ребрам соотہветствуют чہисла, обозہначающие рہасстояние в кہилометрах, в 

итоہге полученہный граф яہвляется наہгруженным иہли взвешенہным.   

Нагруженный грہаф - граф, гہде каждое ребро иہмеет вес, неہкую 

числовуہю характерہистику.  

Вес ребра  - значенہие, поставہленное в соотہветствии дہанному ребру 

взہвешенного грہафа.  

В любом связہном графе сущестہвует остовное дереہво - это подгрہаф 

данного грہафа, с тем же чہислом вершہин, которыہй является дереہвом.  

Остовное дереہво, у которого сумма весов ребер минимальна, нہазывают 

минимальным остоہвным деревоہм (МОД). 

3. Практикум, решение зہадач. 

Задача 1. Монету бросہают три разہа. Сколько рہазличных 

посہледовательہностей орлоہв и решек можно поہлучить? Выہпишите их, 

исہпользуя дереہво переборہа вариантоہв. 

Решение: Проہцесс подбрہасывания моہнеты можно изобрہазить следуہющим 

коревہым деревом (рہис.1.31): 

 
Рис. 1.31 

Ответ: 8, возможные последовательности выписаны около листьев деревьев 

графа. 

Задача 2.  В баскетбольной команде 5 игроков. Сколько есть вариантов 

выбрать из них капитана команды и его заместителя?  



38 

 

Решение: Занумеруем игроков команды. Тогда капитана можно 

выбрать одним из 5 способов (рис.1.32): 

 
Рис. 1.32 

После выбора капитана в каждом из 5 вариантов можно выбрать его 

заместителя из оставшихся спортсменов одним из четырех способов. 

Ответ: 20. 

Задача 3. На рис. 1.33 изображен граф дорог между городами А и В. 

Определите все маршруты и вес каждого из маршрутов.  

 
Рис. 1.33 

Ответ: 

 
4. Итоги урока. 

Вопросы для подведения итогов занятия: 

 Какой граф называют деревом? 
 Какой граф называют остовным ? 
 Какой граф называют минимальным остовным деревом? 

Домашнее задание: 

Задача 1. Для отправки поздравления есть конверты трех видов, на 

которые клеится одна из двух марок и в которой  вкладывается одна из 

четырех открыток. Сколько существует способов сделать поздравление по 

почте?  

5. Рефлексия 
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Учитель в форме диалога узнает у учеников проблемы, с которыми они 

столкнулись, изучая новый материал, оценивает эмоциональное состояние 

класса. 

Конспект занятий №6 

Тема: «Укладка графа на плоскости» (2ч.) 

Основная дидактическая цель: знакомство с понятием плоские, планарные 

графы, изоморфные графы. 

План 

1. Актуализация знаний; (10 мин) 

2. Понятие плоские, планарные;(25 мин) 

3. Практикум: решение задач; (45 мин) 

4. Итоги урока;(10 мин) 

 Ход занятия 

1.Актуализация знаний 

Ученики проводят в парах взаимоконтроль, задают друг другу не менее 

трех вопросов по теме «Деревья», оценивают ответ по 5-бальной шкале. 

2.Понятие плоские, планарные. 

Некоторые графы можно начертить на плоскости так, чтобы их ребра 

не имели общих точек, кроме вершин, принадлежащих им, но другие виды 

графов так уже нарисовать не получится.  

Попробуем решить одну задачу. Задача называется «О трех домах и тех 

колодцах» и звучит она так: «В некотором городе на одном участке земли 

были построены три дома и вырыты три колодца для их обитателей. Природа 

страны и ее климат таковы, что колодцы часто пересыхают, поэтому важно, 

что бы у каждого жителя доступ был к каждому колодцу. Через некоторое 

время жители домов серьезно поссорились и решили проложить пути к 

колодцам так, чтобы они не пересекались, и им не приходилось встречаться 

друг с другом» (Рис.1.34) 

 
Рис. 1.34 

Ученики предлагают свои варианты решения данной задачи. Приходят 

к выводу, что на плоскости задача решения не имеет. 

На рисунке 1.35 (а)  изображен граф G; некоторые ребра которого 

имеют точки пересечения. На рисунке 1.35 (б), изображен этот же граф G, 

так, что его ребра не пересекаются. 
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Рис. 1.35 

Граф называют плоским, если его можно представить на плоскости так, 

что бы никакие два его ребра не имели других точек пересечения, кроме их 

общей вершины. 

Гранью графа называют множество точек плоскости, которые можно 

соединить кривой линией так, чтобы она не пересекала ни одного ребра 

графа. 

Задание: Докажите, что данные графы  плоские. (Рис. 1.36).  

 
Рис. 1.36 

Укладкой графа называется такое его геометрическое изображение, при 

котором ребра пересекаются только в вершинах. Если существует укладка 

графа на плоскости, то граф называется планарным. 

1. Практикум, решение задач. 

Задача 1. Покажите, что приведенные ниже (рис.1.37) графы будут 

планарными и нарисуйте их. 

 
Рис. 1.37 

Ответ:  

 
Задача 2.  Сколько граней имеют графы, плоские изображения которых 

построены на рис. 1.37. Ответ: G1 – 4 грани, G2 – 8 граней, G3 – 10 граней, 

G4 – 8 граней. 

Задача 3. Внутри квадрата задано 50 точек, которые соединили 

отрезками между собой и с вершинами квадрата так, что квадрат разделился 

на треугольники. Сколько получилось треугольников? 
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Решение: у полученного графа 54 вершины, q ребер и r граней, причем 

имеется одна внешняя четырехугольная грань, а остальные грани – 

треугольные. Так как каждое ребро принадлежит ровно двум граням, то 

2q=3(r-1)+4=3r+1. Если это значение для q подставим в формулу Эйлера, то 

получится: 54- (3r+1)/2+r=2. Отсюда легко найти r=103. Значит, 

треугольников будет 102. 

Ответ:102 

2. Итоги урока. 

Вопросы для подведения итогов занятия: 

 Какой граф называют плоским? 
 Какой граф называют планарным ? 

Домашнее задание: 

Задача. Изобразите представленные ниже графы, так чтобы грани, 

ограниченные ребрами (1, 2), (2, 3) и (3, 1) оказались внешними(рис.1.38). 

 
Рис. 1.38  

Конспект занятий №7 

Тема: «Приложения теории графов» (2ч.) 

Основная дидактическая цель:  формирование представлений у 

обучающихся о различных приложениях теории графов.  

План 

1. Организационный момент; (10 мин) 

2. Приложения теории графов;(90 мин) 

3. Рефлексия; (5 мин) 

Ход занятия 

1. Организационный момент. 

Мы с вами уже говори на прошлых занятиях, что графы нас окружают 

повсюду, от круговорота воды в природе, до строения молекулы. А сегодня 

мы посмотрим подробнее в каких сферах жизни человека, мы можем 

встретить графы. 

2. Приложения теории графов. 

Графы в химии. 

Графы используются для составления формул. Химические графы дают 

возможность прогнозировать химические превращения, пояснять сущность и 

систематизировать некоторые основные понятия химии: структуру, 

конфигурацию, статистико-механические взаимодействия молекул, 
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изомерию и др. К химическим графам относятся молекулярные, двудольные 

и сигнальные графы кинетических уравнений реакций. 

Молекулярные графы, применяемые в стереохимии и структурной 

топологии, химии кластеров, полимеров и др., представляют собой 

неориентированные графы, отображающие строение молекул (рис. 1.39). 

 
Рис. 1.39 

Вершины и ребра этих графов отвечают, соответственно, атомам и 

химическим связям между ними. 

Графы в биологии. 

Графы играют большую роль в биологической теории ветвящихся 

процессов. Для простоты, рассмотрим только одну разновидность 

ветвящихся процессов – размножение бактерий. Предположим, что через 

определенный промежуток времени каждая бактерия либо делится на две 

новые, либо погибает. Тогда для потомства одной бактерии мы получим 

двоичное дерево. Нас будет интересовать лишь один вопрос: в скольких 

случаях n-е поколение одной бактерии насчитывает ровно k  потомков? 

Рекуррентное соотношение, обозначающее число необходимых случаев, 

известно в биологии под названием процесса Гальтона-Ватсона. Его можно 

рассматривать как частный случай многих общих формул. (рис. 1.40) 

 
Рис.1.40 

С самого детства ребенку рассказывают о животных, что, например,  

кот из семейства кошачьих. Все животные на нашей земле делятся на типы, 

классы, отряды и т.д., это можно представить на примере графа. (рис. 1.41). 
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Рис. 1.41 

Задача: На пришкольном участке растут 8 деревьев: яблоня,  тополь,   

береза,  рябина,  дуб, клен,  лиственница и сосна. Рябина выше лиственницы, 

яблоня выше клена, дуб ниже березы, но выше сосны, сосна выше рябины, 

береза ниже тополя, а лиственница выше яблони. Расположите деревья от 

самого низкого к самому высокому.  

Решение:  Вершины графа - это деревья, обозначенный первой буквой 

названия дерева.  В данной задача  два отношения:  “быть ниже” и “быть 

выше”. Рассмотрим отношение “быть ниже” и проведем стрелки от более 

низкого дерева к более высокому. Если в задаче сказано, что рябина выше 

лиственницы, то стрелку ставим от лиственницы к рябине и т.д. Получаем 

граф, на котором видно, что самое низкое дерево – клен, затем идут яблоня, 

лиственница, рябина, сосна, дуб, береза и тополь (рис. 1.42). 

 
Рис.1.42 

Ответ: Рябина выше лиственницы, яблоня выше клена, дуб ниже 

березы, но выше сосны, сосна выше рябины, береза ниже тополя, а 

лиственница выше яблони. 

Графы в медицине. 

Граф мы можем представить в виде схемы переливания крови. На этой 

схеме различные виды групп крови человека обозначены кругами, а 

стрелками показано, какую кровь можно переливать человеку с данной 

группой крови. (рис.1.43) 

Глядя, на рис.1.43 ответьте на вопросы:  

1. Какой граф представлен? 

2. Какую группу крови можно вливать человеку с первой группой 

крови; второй группой; третьей группой; четвертой? 
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Рис.1.43 

Графы в астрономии. 

Тысяча звезд на нашем небе, но всего 9 планет. Вы когда-нибудь 

слышали про парад планет? Это явление очень редкое, малый парад бывает 

одни раз в год, а большой парад, когда 6 планет встают в один ряд бывает 

лишь в 20 лет. Это тоже один из примеров графов. (рис.1.44) 

 
Рис.1.44 

Задача: Между девятью планетами Солнечной системы введено 

космическое сообщение. Ракеты летают по следующим маршрутам: Земля – 

Меркурий, Плутон – Венера, Земля – Плутон, Плутон – Меркурий, Меркурий 

– Венера, Уран – Нептун, Нептун – Сатурн, Сатурн – Юпитер, Юпитер – 

Марс и Марс – Уран. Можно ли добраться с Земли до Марса? 

Решение: Нарисуем схему: планетами будут соответствовать точки, а 

соединяющим их маршрутам – не пересекающиеся между собой линии. 

 
Теперь видно, что долететь от Земли до Марса нельзя. 

Ответ: нельзя. 

3. Рефлексия  

Учащимся предлагается назвать три момента, которые у них 

получились хорошо в процессе урока, и предложить одно действие, которое 

улучшит их работу на следующем уроке. 

Конспект занятий №8 

Тема: «Итоговое занятие» (2ч.) 
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Основная дидактическая цель:  защита проектов. 

План 

1. Организационный момент; (10 мин) 

2. Защита проектов;(90 мин) 

3. Итог урока; (10 мин) 

Ход занятия 

1. Организационный момент 

Учитель приветствует учащихся. Отмечает присутствующих. Сегодня у 

нас очень важное занятие, к которому вы готовились не один день, желаю 

всем удачи. 

2. Проектные работы 

Темы проектных работ: 

1. Графы в биологии. 

2. Графы в географии. 

3. Графи в химии. 

4. Графы в экономике. 

5. Графы в информатике. 

6. Графы в психологии. 

7. Графы в головоломках. 

3. Подведение итогов 

Учитель предлагает учащимся написать эссе на одну из предложенных 

тем: «Почему я выбрал этот курс», «Получил ли я пользу от изучения курса», 

«Общие впечатления от изучения курса». 

2.3 Педагогический эксперимент: основные этапы и результаты 

Педагогический эксперимент в рамках данного исследования проходил 

на базе МБОУ Лицей №12 г. Красноярска. Для установления уровня 

сформированности у обучающихся 9 класса умений решать задачи с 

использованием языка теории графов, был проведен констатирующий этап 

эксперимента.  

Обучающимся 9 классов был предложен контрольный срез №1 

(таблица №1), содержащий задачи, которые необходимо было решить при 

помощи построения граф - моделей. 

Таблица №1 

Контрольный срез №1 

Решить задачи с помощью графов:  

1. (базовый уровень сложности) В шахматном турнире по круговой 

системе участвуют 5 школьников. Известно, что Миша и Саша 

провели по 4 встречи, Костя и Женя -  по 3, Ваня – 2. С кем сыграл 

Ваня? 

2. (повышенный уровень сложности) Сколько трехзначных чисел 

можно составить из цифр 1,3,5,7, используя в записи числа каждую 

из них не более одного раза? 
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3. (повышенный уровень сложности) В баскетбольной команде 5 

игроков. Сколько есть вариантов выбрать из них капитана команды 

и его заместителя? 

4. (высокий уровень сложности) В деревне 9 домов. Известно, что у 

Петра соседи Иван и Антон, Максим сосед Ивану и Сергею, Виктор 

– Диме и Никите, Евгений – сосед Никиты, а больше соседей в этой 

деревне нет (соседними считаются дворы, у которых есть общий 

участок забора). Может ли Петр огородами пробраться к Никите за 

яблоками. 

 

Критерии оценки уровня сформированности у обучающихся 9 класса 

умений решать задачи с использованием языка теории графов (таблица 2) 

Таблица 2 

Уровень 

сформированности 

Показатели (индикаторы) сформированности 

Базовый Умеет решать задачи базового уровня сложности с 

использованием языка теории графов 

Повышенный Умеет решать задачи повышенного уровня 

сложности с использованием языка теории графов 

Высокий Умеет решать задачи высокого уровня сложности с 

использованием языка теории графов 

 

Анализ результатов контрольного среза № 1 показал, что 40% 

учащихся уровень знаний ниже базового, а 36 % учащихся смогли решить 

базовый уровень, 20 %  повышенный уровень, и только 4 % смогли решить 

задачу высокого уровня сложности.  Результаты контрольного среза 

представлены на диаграмме (рис.1.45). 

 
Рис.1.45. Диаграмма результатов контрольного среза 

№1.(констатирующий этап эксперимента) 
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По результатам полученных данных, мы пришли к выводу, что 

большинство учащихся испытывают трудности в решении подобных задач и 

не умеют применять язык теории графов при их решении.  

На формирующем этапе эксперимента, на основе разработанных 

конспектов, и программы курса по выбору «Приложения теории графов», 

было организовано и проведено дополнительное обучение учеников 9 класса 

элементам теории графов. В процессе обучения курсу по выбору 

«Приложения теории графов» учащиеся изучали базовые понятия теории 

графов и приобретали опыт в решении разнообразных задач при помощи 

графов.  

В результате наблюдений за процессом обучения курсу по выбору 

«Приложения теории графов», отметим следующее: обучающиеся проявляли 

интерес к содержанию курса, активно включались в процесс решения задач 

при помощи языка теории графов и самостоятельно пришли к выводу о том, 

что использование графов значительно облегчает процесс решения многих 

задач.  

На заключительном (контрольном) этапе эксперимента, с целью 

определения готовности учащихся к использованию языка теории графов при  

решении разнообразных задач и результативности проведенного нами 

обучения, им был снова предложен контрольный срез № 1.  

Анализ результатов контрольного среза показал, что всего 8% 

обучающихся умеют уровень знаний ниже базового, а 52% обучающихся с 

легкость справились с базовым уровнем, 28% с повышенным уровнем, 12% 

решили задачу повышенного уровня сложноси. Результаты контрольного 

среза представлены на диаграмме (рис.1.46). 

 
Рис.1.46. Диаграмма результатов контрольного среза 

№1.(контрольный этап эксперимента) 

По результатам полученных данных, мы пришли к выводу, что 

знакомство обучающихся с языком теории графов в процессе 
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математической подготовки способствует: повышению уровня 

математической подготовки; развитию умений находить выход из различных 

ситуаций, имеющих практический характер; формированию познавательных 

универсальных учебных действий, а именно, умений применять язык теории 

графов в ходе анализа и моделирования различных ситуаций и др. Можно 

сделать вывод о результативности и целесообразности введения курса по 

выбору «Приложения теории графов» в систему математической подготовки 

школьников.  

Выводы по второй главе 

В данной главе представлена авторская методика обучения элементам 

теории графов обучающихся 9 класса в рамках курса по выбору 

«Приложения теории графов».  

Представлена программа курса по выбору «Приложения теории 

графов», включающая следующие составляющие: пояснительная записка, 

цели и задачи курса, содержание обучения, учебно-тематическое 

планирование, требования к результатам обучения и комплекс учебно-

методических ресурсов. 

Разработано и представлено соответствующее методическое 

сопровождение – 8 конспектов занятий (16 ч.) курса по выбору «Приложения 

теории графов». 

Описаны и представлены результаты педагогического эксперимента  по 

апробации курса по выбору «Приложения теории графов» в рамках 

предпрофильной подготовки обучающихся 9 класса. 
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Заключение 
В ходе проведенного исследования мы пришли к выводу, что 

существуют возможности для включения элементов теории графов как в 

содержание уроков по математике, так и в состав предпрофильной 

подготовки посредством специального курса по выбору, освещающего 

популярные вопросы теории графов. 

Одной из особенностей теории графов, которая, собственно, и 

позволяет ставить вопрос о введении элементов теории графов в систему 

математической подготовки школьников, является возможность представить 

граф геометрический – в виде простого, удобного в обращении рисунка: 

вершины отождествляются с точками на плоскости, а ребра – с линиями, 

соединяющими вершины. При построении рисунков графов, 

соответствующих какому-то явлению, мы имеем дело с так называемым 

знаковым моделированием.  

Перспективным и естественным является использование 

изобразительного языка графов в качестве служебных средств, при решении 

различных методических вопросов обучения математике. 

В рамках данного исследования были охарактеризованы основные 

дидактические условия для включения элементов теории графов в 

математическую подготовку школьников.  

Разработана примерная программа курса по выбору «Приложения 

теории» рассчитанная на 16 часов (2 часа в неделю) и, соответствующее 

методическое сопровождение – 8 конспектов занятий. 

Проведен педагогический эксперимент, по результатам которого, мы 

пришли к выводу о результативности и целесообразности введения курса по 

выбору «Приложения теории графов» в систему математической подготовки 

школьников. 

Результаты исследования представлены  на IV Всероссийской научно-

практической конференции студентов, аспирантов и школьников 

«Современная математика и математическое образование в контексте 

развития края: проблемы и перспективы», Красноярск, 2019г. и 

опубликованы в материалах конференции. 

В ходе проведённого исследования все основные задачи выполнены и 

цель достигнута. 
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