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Введение 
В математической подготовке будущих педагогов од-

ной из фундаментальных дисциплин является математиче-
ский анализ. Так как эта дисциплина изучается на младших 
курсах, то студенты испытывают значительные трудности, 
связанные с усвоением базовых понятий и методов матема-
тического анализа, с высокой степенью абстрактности изу-
чаемого материала и насыщенностью его символическим 
языком. В связи с этим курсу математического анализа 
предшествует курс математики. Студентам предстоит изу-
чить три больших раздела математического анализа: предел, 
дифференциальное и интегральное исчисление. Усвоить ос-
новные понятия математического анализа: предел, непре-
рывность, производная, интеграл на наглядно-интуитивном 
уровне, овладеть техниками вычисления пределов, произ-
водных и интегралов, а также изучить преобразование гра-
фиков основных элементарных функций и построение гра-
фиков сложных функций. 

Пособие содержит три главы. В первой – кратко изла-
гаются такие фундаментальные понятия математического 
анализа, как множества, функция, последовательность, пре-
дел, непрерывность, асимптоты. Во второй главе «Диффе-
ренциальное исчисление» вводится понятие производной, 
рассматриваются особенности вычисления производных и 
геометрические приложения. В третьей главе «Интегральное 
исчисление» вводится понятие неопределенного, определен-
ного интегралов и их геометрические приложения. 

Для визуализации в учебном пособии активно исполь-
зуется принцип наглядности с привлечением геометрической 
интерпретации приводимых определений понятий и форму-
лировок теорем. В конце каждого параграфа приведены за-
дания для усвоения и закрепления полученной теории. 
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Глава 1. Предел 
1.1. Действительные числа. Числовые множе-
ства. Модуль действительного числа 

Множество натуральных чисел появилось в связи 
со счетом предметов.   ,,,3,2,1 nN   

Числа n и –n называются противоположными друг 
другу. 

Натуральные числа, числа, им противоположные, и 
число нуль образуют множество целых чисел. 

  ,,,3,2,1,0,1,2,3,,, nnZ   
Рациональные числа – это числа, которые можно 

представить в виде дроби 
n
m , где m целое, а n натуральное. 







  NnZm

n
mQ ,,  

Иррациональные числа – это числа, которые нельзя 

представить в виде дроби 
n
m . Множество иррациональных 

чисел обозначается I.  
Объединение множества рациональных чисел и мно-

жества иррациональных чисел называют множеством дей-
ствительных чисел и обозначают IQR  . 

Определение 1.1. Действительным числом называ-
ют: 

1) любую бесконечную десятичную дробь 
 knnnN 21, , не оканчивающуюся ни последователь-

ностью нулей, ни последовательностью девяток; 
2) любую пару бесконечных десятичных дробей ви-

да:  000, 21 mnnnN и    9991, 21  mnnnN ;  
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3) пару бесконечных десятичных дробей 000,0  
и 000,0  

Рациональные числа – десятичные бесконечные пе-
риодические дроби, а иррациональные – десятичные бес-
конечные непериодические дроби.  

Множество действительных чисел представлено на 
диаграмме Эйлера (рис. 1). 

 
Рис. 1. Диаграмма Эйлера 

Десятичные приближения по избытку и недостат-
ку 

Пусть  knnnNx 21, координата точки А. 
 1;  NNх  





 

10
1,;, 11 nNnNх  





  22121 10

1,;, nnNnnNх  

… 
Числа ,,;,; 211 nnNnNN называют десятичными 

приближениями числа х по недостатку. 

Числа ,
10

1,;
10
1,;1 2211  nnNnNN называют де-

сятичными приближениями числа х по избытку. 
Например, 6,14993… 

N Z Q 

I 

R 
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Десятичные приближения по недостатку: 6; 6,1; 6,14; 
6,149; 6,1499; 6,14993;… 

Десятичные приближения по избытку: 7; 6,2; 6,15; 
6,150; 6,1500; 6,14994;… 

Числовым множеством называется множество, эле-
ментами которого являются действительные числа. 

Множество всех действительных чисел х, удовлетво-
ряющих условию bxa  , называется отрезком и обо-
значается  ba; . 

Множество всех действительных чисел х, удовлетво-
ряющих условию bxa  , называется интервалом и обо-
значается  ba; . 

Множество всех действительных чисел х, удовлетво-
ряющих условию bxa  , называется полуинтервалом, 
открытым справа, и обозначается  ba; . 

Множество всех действительных чисел х, удовлетво-
ряющих условию xa  , называется закрытый луч и обо-
значается  ;a . 

Множество всех действительных чисел х, удовлетво-
ряющих условию xa  , называется открытый луч и обо-
значается  ;a . 

Определение 1.2. Числовое множество называется ог-
раниченным сверху, если существует число b, что для 
всех элементов множества Х выполняется неравенство 

bх  . Число b называют верхней границей множества Х. 
Определение 1.3. Числовое множество называется ог-

раниченным снизу, если существует число b, что для всех 
элементов множества Х выполняется неравенство bх  . 
Число b называют нижней границей множества Х. 

Определение 1.4. Если множество Х ограничено свер-
ху и снизу, то множество Х ограниченно. 
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Определение 1.5. Множество Х неограниченно свер-
ху, если для любого числа с найдется элемент х из множе-
ства Х, для которого выполняется неравенство сх  . 

Определение 1.6. Множество Х неограниченно сни-
зу, если для любого числа с найдется элемент х из множе-
ства Х, для которого выполняется неравенство сх  . 

Определение 1.7. Множество Х неограниченно, если 
для любого положительного числа с найдется элемент х из 
множества Х, для которого выполняется неравенство 

сх  . 
Определение 1.8. Наименьшую из верхних границ на-

зывают точной верхней гранью и обозначают sup X (su-
premum). 

Определение 1.9. Наибольшую из нижних границ на-
зывают точной нижней гранью и обозначают inf X (infi-
mum). 

Теорема 1.1. Всякое непустое ограниченное сверху 
(снизу) числовое множество имеет верхнюю (нижнюю) 
грань.  

Определение 1.10. Число а называется наименьшим 
элементом множества Х если а является элементом мно-
жества Х, и для всех элементов множества Х, выполняется 
неравенство ах   и обозначается  aX min . 

Определение 1.11. Число b называется наибольшим 
элементом множества Х, если b является элементом мно-
жества Х, и для всех элементов множества Х выполняется 
неравенство bх   и обозначается bX max . 

Модуль действительного числа 
Определение 1.12. Модулем действительного числа 

х называется само число, если х неотрицательно, и проти-
воположное число, если х отрицательно. 
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0если,

;0если,
хх
хх

х  

Геометрический смысл модуля: 
x –  расстояние от начала координат до точки с ко-

ординатой х; 
yx   – расстояние между точками с координатами х 

и у. 
Свойства модуля 

1. Rx 0x  

2. Rx xx   

3. Rx xxx   

4. Rx , 0,  aRa axaax   

5. Ryx  , yxyx   

6. Rzx  , xzzx   

7. Ryx  , yxxy   

8. Ryx  , , 0y
y
x

y
x
  

9. Rx , 0,  aRa 








ax
ax

ax  

10. Ryx  , yxyx   

11. Ryx  , yxyx  .  
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Задания 
1. Укажите, какое из чисел является натуральным, 

целым, рациональным, иррациональным, действительным: 

1.1. 
7
3 ;

   
1.2. 4,131131113111131…; 1.3. 5; 1.4. –16; 

1.5.  ;   1.6. 2,(5);    1.7. –23,13278787878…;       1.8. 2log3 ;  
1.9. 5 ;      1.10. 30sin . 

2. Сравните числа:  
2.1. 3,3 и 298,3 ;   2.2. 7891,5 и 788,5 ; 

2.3. 141592,3 и 
7
22 .  

3. Выясните, какие из следующих числовых мно-
жеств ограничены сверху, какие – снизу и какие – не огра-
ничены. Для ограниченных множеств найдите верхние и 
нижние грани. Найдите наибольшее и наименьшее числа 
множеств, если они существуют: 

3.1.  7;3;1 ;            3.2. ]6;2[ ;                3.3.  2;3log2 ; 
3.4. )32;2[  ;   3.5.  ;14sin ;     3.6.    5;34;2  ;  

3.7.    635;5  ;   3.8.    6;44;2  ;    3.9. 








Nn
n
1 ;  

3.10. множество натуральных чисел; 
3.11. множество целых чисел; 
3.12. множество иррациональных чисел; 
3.13. множество десятичных приближений числа 3  

по избытку; 

3.14. множество рациональных чисел вида 
n
mr  , где 

mn 0 . 
4. Верно ли утверждение: 
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4.1. если числовое множество содержит конечное 
число элементов, то оно ограниченно; 

4.2. если числовое множество ограниченно, то оно 
содержит конечное число элементов; 

4.3. если числовое множество ограниченно, то оно 
содержит свои наибольший и наименьший элементы; 

4.4. если у числового множества есть наибольший и 
наименьший элементы, то оно ограниченно. 

5. Вычислите: 
5.1. 22 ;      5.2. 32  ;             5.3. 5,26  . 

6. Упростите выражение: 

6.1. 2а ;                             6.2.  21а  при 1а ; 

6.3. 244 xx   при 2x ;          6.4.  4 4103  ; 

6.5.    10 108 8 7432  xx  при 75,15,1  x . 
7. Решите уравнение: 
7.1. 523  x ;     7.2. 69696 22  xxxx . 
8. Решите неравенство: 
8.1. 32 x ; 8.2. 23 x ; 8.3. 3221  xxx . 
9. Используя неравенство со знаком модуля, запиши-

те утверждение: 
9.1. расстояние между числами х и 1 меньше 0,2; 
9.2. расстояние между числами х и –1 больше 0,2; 

9.3. расстояние между числами х и –2 не меньше 
5
2 ; 

9.4. расстояние между числами х и 0 не больше 1; 
9.5. расстояние между числами х и 0 меньше  , где 

  – положительное число. 
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1.2. Числовая функция. Классификация функ-
ций. Преобразование графиков функций 

Определение 1.13. Если даны два множества Х и Y и 
каждому элементу множества Х поставлен в соответствие 
единственный элемент у из множества Y, то говорят, что 
задано отображение f множества Х во множество Y. 

Определение 1.14. Множество Х является подмноже-
ством множества действительных чисел. Отображение f, 
сопоставляющее каждому числу х из множества Х единст-
венное число у из множества Y, называют числовой 
функций и обозначают у = f (х). Х – область определения 
функции f. Y – множество значений функции f. 

Способы задания функций 
1) Аналитический: функция задана с помощью фор-

мулы. Правая часть формулы – аналитическое выражение. 
2) Табличный: дана таблица, сопоставляющая значе-

ния х и у. 
3) Графический: графическое изображение. Графи-

ком функции у = f (х) называют множество точек плоско-
сти с координатами х и f (х).  

4) Словесный: задание функции при помощи словес-
ного описания закона соответствия, позволяющего по за-
данному х находить у. 

Основные элементарные функции представлены в 
приложении 1. 

Пример 1. Функция Антье (целая часть)  xy  . 
Пусть у означает наибольшее целое число, не превос-

ходящее данного действительного числа х. 
 xy  , 1 nxn . 

График функции Антье представлен на рисунке 2. 
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Рис. 2 

Пример 2. Функция Дирихле  








Ix
Qx

xD
,0
,1

.  

Графиком функции у = f (х), заданной на множестве 
Х, называется множество точек плоскости с координатами 
х и f (х).        xfyXxyx  ,:;  

Две функции f и g называют равными на множестве 
Х, если для всех элементов множества Х выполняется ра-
венство    xgxf  . 

Пример. 2
2log xy   равна xy 2log2  на множестве 

  ;0Х . 
Сужением функции f называется функция g, если 

   fDgD   gDx    xfxg  . 
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Пример. Сужением функции xy sin  будет функция 

xy sin  на множестве 





2
;

2
 . 

Продолжением функции g будем называть функцию 
f    gDfD   gDx    xfxg  . 

Пример. Продолжением функции xy ln  будет 

функция 








0),ln(
0,ln

xx
xx

y . 

Классификация функций по их свойствам 
1. Четные и нечетные функции 
Определение 1.15. Числовое множество Х называется 

симметричным относительно начала координат, если 
Хx  следует, что Хх . 
Определение 1.16. Функция f, заданная на множестве 

Х, называется четной, если: 1) Х – множество симметрич-
ное относительно начала координат. 2) Для всех элементов 
х из множества Х выполняется условие    xfxf  . 

График четной функции симметричен относительно 
оси ординат Оу. 

Определение 1.17. Функция f, заданная на множестве 
Х, называется нечетной, если: 1) Х – множество симмет-
ричное относительно начала координат. 2) Для всех эле-
ментов х из множества Х выполняется условие 
   xfxf  . 

График нечетной функции симметричен относитель-
но начала координат О. 
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Пример. Сделаем продолжение функции xy ln  

четным и нечетным способом. Функция 








0),ln(
0,ln

xx
xx

y  

четная (рис. 3), а 








0),ln(

0,ln
xx

xx
y  нечетная (рис. 4). 

 
Рис. 3 

 
Рис. 4 

2. Периодические и непериодические функции 
Определение 1.18. Числовое множество Х называется 

периодическим с периодом l, если Хx  следует, 
что Хlх  и Хlх  .  

Определение 1.19. Функция f, заданная на множестве 
Х, называется периодической с периодом l, если: 1) Х – 
множество периодическое с периодом l. 2) Для всех эле-
ментов х из множества Х выполняется условие 
   xflxf  . 
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Определение 1.20. Основным периодом функции 
называется наименьший положительный период. 

График периодической функции имеет повторяю-
щиеся фрагменты. 

Примеры. 1)    xxxy   – дробная часть числа х 
(рис. 5). 

 
Рис. 5 

Периодична с периодом 1:  
      1111 xxxхy

       хухxxxx  11 . 
2) Функция Дирихле периодична, причем периодом 

является любое рациональное число r.   

   хD
Ix
Qx

Irx
Qrx

rхD 
















,0
,1

,0
,1

. 

3) consty   – периодом функции является любое 
действительное число. 

Утверждение 1. Основным периодом функции 

  BbkxAf   будет число 
k
TT 0 , где Т – основной пери-

од функции f(x). 
Утверждение 2. Если функции f1(x) и f2(x) имеют 

периоды Т1 и Т2, соответственно, то основной период 
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функции )()( 21 xfxf   равен наименьшему общему крат-
ному числителей периодов Т1 и Т2. 

3. Монотонные и немонотонные функции 
Определение 1.21. Функция f, заданная на множестве 

Х, называется строго возрастающей, если 
   212121 :, хfхfххХхх  . 

Определение 1.22. Функция f, заданная на множестве 
Х, называется строго убывающей, если 

   212121 :, хfхfххХхх  . 
Определение 1.23. Функция f, заданная на множестве 

Х, называется возрастающей, если 
   212121 :, хfхfххХхх  . 

Определение 1.24. Функция f, заданная на множестве 
Х, называется убывающей, если 

   212121 :, хfхfххХхх  . 
Строго убывающие и строго возрастающие функции 

образуют класс строго монотонных функций. А убы-
вающие и возрастающие – монотонных. 

Примеры. 1) 













0,1
0,0
0,1

sign
x
x
x

xy  возрастает на 

множестве действительных чисел. 
2) Функция Дирихле не монотонна. 
Функция f называется кусочно-монотонной на мно-

жестве Х, если числовой промежуток Х можно разбить на 
конечное число промежутков, в каждом из которых функ-
ция монотонна. 

Свойства монотонных функций 
1. Функция, являющаяся суммой двух возрастающих 

функций, возрастает. 
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2. Функция, являющаяся суммой двух убывающих 
функций, убывает. 

3. Если  f и g возрастают и положительны на некото-
ром промежутке, то gf   также возрастает и положительна 
на этом промежутке. 

4. Если  f  возрастает, то – f убывает. 

5. Если f > 0 и возрастает, то 
f
1  убывает. 

6. Композиция двух убывающих функций есть функ-
ция возрастающая. 

7. Композиция двух возрастающих функций есть 
функция возрастающая.  

8. Если F(t) возрастает на  [f(b); f(a)], а t = f(x) убывает 
на [a, b], то  F(f(x)) убывает на [a, b]. 

4. Ограниченные и неограниченные функции 
Определение 1.25. Функция f, заданная на множестве 

Х, называется ограниченной, если ограничено множество 
её значений, то есть   CхfХхC  0 . 

Определение 1.26. Функция f, заданная на множестве 
Х, называется неограниченной, если неограничено мно-
жество её значений, то есть   CхfХхC  0 . 

Пример. Функция Дирихле ограничена. 
Сложная функция 

Одним из способов образования новых функций из 
данных является способ композиции, заключающийся в 
конструировании так называемых сложных функций. 

Определение 1.27. Пусть функция  tfy   определена 
на множестве Т, а множество ее значений является Y. Тогда 
если функция  xgt  определена на множестве Х, а мно-
жеством её значений является множество ТТ 1 , то гово-
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рят, что на множестве Х задана композиция функций f и 
g или сложная функция   xgfy  . 

Возможна композиция большего числа функций. 
Пример. Функция xy lncos  получилась в результа-

те композиции функций ty cos , отображающей 
 1;1R , и функции xt ln  , отображающей 

  R;0 . 
Обратная функция 

Определение 1.28. Функция f отображает множество 
Х во множество Y, причем разным значениям аргумента х 
соответствуют различные значения функции у, т.е. 

   212121 , xfxfxxXxx  . Тогда отображение 
множества Y во множество Х называется обратным по от-
ношению к отображению f и обозначается 1f . 

Определение 1.29. Множество Y является подмноже-
ством множества действительных чисел. Отображение 

1f , сопоставляющее каждому числу y из множества Y 
единственное число x из множества X, называют обратной 
функцией и обозначают  yfx 1 . 

Определение 1.30. Функция, имеющая обратную, на-
зывается обратимой. 

Графики взаимно обратных функций симметричны 
относительно прямой у = х. 

Теорема 1.2. Если функция YXf : строго возрас-
тает (строго убывает), то существует обратная функция 

 yfx 1 , которая строго возрастает (строго убывает). 
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Пример. Функция xy arcsin  является обратной для 
сужения функции функция xy sin  на множестве 







2
;

2
 . 

Преобразование графиков функций 
Если известен график функции y = f(x), то с помощью 

некоторых преобразований плоскости (параллельного пе-
реноса, осевой и центральной симметрии и т. п.) можно 
построить график более сложных функций.  

График функции y = f (x + b) получается параллель-
ным переносом графика y = f(x) в отрицательном направ-
лении оси Ох на b при b > 0 и в положительном направ-
лении на b при b < 0. 

График функции y = f(x)+B получается параллельным 
переносом графика y = f(x) в положительном направлении 
оси Оу на B при B > 0 и в отрицательном направлении этой 
оси на B при B < 0. 

График функции y = f(ax) получается сжатием графи-
ка y = f(x) в a раз к оси Оу при a > 1 или растяжением в 1/a 
раз от этой оси Оу при 0 < a < 1.  

График функции y = Af(x) получается растяжением 
графика y = f(x) вдоль оси Оу в A раз при A > 1 и сжатием 
вдоль этой оси в 1/A раз при 0 < A < 1. 

График функции y = f(– x) получается симметричным 
отображением графика y = f(x) относительно оси Оу. 

График функции y = – f(x) получается симметричным 
отображением графика y = f(x) относительно оси Ох. 

График функции y = f(x) получается из графика  
функции у = f(x) следующим образом: часть графика 
у = f(x), лежащая над осью Ох, сохраняется, часть его, ле-
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жащая под осью Ох, отображается симметрично относи-
тельно оси Ох.  

График функции  xfу   получается из графика 
функции у = f(x) следующим образом: при х  0 график 
у = f(x) сохраняется, а при х  0 полученная часть графика 
отображается симметрично относительно оси Оу. 

Пример. 1. Построить график функции 

13
4
3)( 2  xxxf , далее постройте графики функций 

)(xfу  , )( xfу  , )(xfу  , )( xfу  . 
Преобразуем квадратный трехчлен следующим обра-

зом: 









 1

4
313

4
3)(

2
2 xxxxxf

21
2
131311

2
2

2
3

22







 

















 xxx . 

Построим графики в следующем порядке  
1) 2xу   (рис. 6);  

 
Рис. 6 

2)  21 xу  (рис. 7);  
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Рис. 7 

3) 
2

1
2
1







  xу  (рис. 8);  

 
Рис. 8 

4) 
2

1
2
13 






  xу  (рис. 9);  



22 

 

 
Рис. 9 

5) 21
2
13

2







  xу  (рис. 10). 

 
Рис. 10 



23 

 

Далее выполним преобразования получившегося 
графика: 

1) График функции )(xfу  , то есть 

13
4
3 2  xxy  (рис. 11): 

 
Рис. 11 

2) График функции )( xfу  , то есть 

13
4
3 2  xxy  (рис. 12): 
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Рис. 12 

3) График функции )(xfу  , то есть 

13
4
3 2  xxy  (рис. 13): 

 
Рис. 13 
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4) График функции  xfу  , то есть 

13
4
3 2  xxy  (рис. 14): 

 
Рис. 14 

Задания 
1. Какие из указанных на рис. 15 соответствий явля-

ются функциями? 

 

Рис. 15 
2. Найдите область определения функций: 

2.1. 
1

1)( 2 


x
xf ;               2.2. 4 2 49)(  xxf ;  

X Y X Y X Y X Y 
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2.3. )10(log xf(x) x  ;    

2.4. 
67

tg
2 


xx

xf(x) ;      2.5. 
x

xxf



1
2arcsin)( . 

3. Исследуйте функцию на четность: 
3.1. xf(x)  ;           3.2.   32 24  xxxf ;   
3.3.   xxxxf  35 3 ;   3.4.   xxxf  86 ; 

3.5. 
87
87lg





x
xf(x) . 

4. Найдите основной период функции: 

4.1.  
2

cos xxf  ;  4.2.   xxf 5tg ;  4.3. 





  1

3
sin)( xxf  ;   

4.4. 
3

2cos5
4

3sin)( xxxf  . 

5. Найти промежутки монотонности функций: 

5.1. 
54

1)( 2 


xx
xf ;         5.2.  106lg)( 2  xxxf ;   

5.3.  
12

2
1 









x

xf ;                      5.4.   3 24 xxf  . 

6. Найдите множество значений функции. Выясните, 
является ли функция ограниченной. 

6.1. )3(sin
2
1 2  xf(x) ;      6.2. 662  xxf(x) ;  

6.3.  24 xxf(x)  ;     6.4.  1710log)( 2
2  xxxf . 

7. Найдите функцию, обратную данной, и постройте 
графики данной и обратной функции: 
7.1. 12)( 2  xxf  при 0x ;   
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7.2. 








.32если,312
;21если,1

)(
xx
xx

xf  

8. Постройте графики функций с помощью цепочки 
преобразований (каждый график строится на отдельной 
координатной плоскости): 

8.1. 





 

6
2sin

2
1 xy : 1)  xy sin , 2) 






 

6
sin xy , 3) 







 

6
2sin xy , 4) 






 

6
2sin

2
1 xy ,  

5) 





 

6
2sin

2
1 xy ; 

8.2. 5,132log3  xy : 1) xy 3log , 2) xy 3log ,  

3) 2log3  xy , 4) 23log3  xy , 5) 5,123log3  xy ; 

8.3. 32 1  xy : 1) хy 2 , 2) xy 2 , 3) 12  xy ,  

4) 32 1  xy , 5) 32 1  xy . 

1.3. Последовательности. Свойства последова-
тельностей. Предел последовательности 

Определение 1.31. Функция, заданная на множестве 
натуральных чисел, называется последовательностью и 
обозначаются  nx . 

Способы задания последовательностей 
1) Аналитический. 
2) Табличный. 
3) Графический. 
4) Описательный. 
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5) Рекуррентный. Если n-й член последовательности 
выражен через её предыдущие члены, то последователь-
ность задана рекуррентно. 

Примеры. Арифметическая прогрессия: daa nn  1 . 
Геометрическая прогрессия: qbb nn  1 . 
Последовательность Фибоначчи: 11 a , 12 a , 

12   nnn aaa . 
Определение 1.32. Имеем последовательность 

 ,,,,, 321 nxxxx  Тогда последовательность, полученная 
из данной последовательности  nx  путем произвольного 
выбора из неё бесконечного числа членов, взятых в том 
порядке, в каком они находились первоначально в  nx , 
называется 

knx  подпоследовательностью последова-
тельности  nx . 

Пример.  nx : nnxn
cos  (рис. 16) выделим две 

подпоследовательности: при 12  kn  
12

1



k

x
kn , при 

kn 2  kx
kn 2 . 
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Рис. 16 

Пример.  nx :  n
nx 1  (рис. 17). Выделим две под-

последовательности: 
  ,1,,1,1,1  и   ,1,,1,1,1   
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Рис. 17 

Определение 1.33. Последовательность называется 
стационарной, если все члены последовательности посто-
янны. 

Понятие четности и нечетности для последователь-
ностей не имеет смысла, так как множество натуральных 
чисел не симметрично.  

Последовательность  nx  называется периодиче-
ской, если lnn xxNnNl  : , l – период. 

Пример.  nx :  n
nx 1 периодическая с периодом 2. 

Определение 1.34.  nx  строго возрастает 
 1 nn xxNn . 
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Определение 1.35.  nx  строго убывает 
 1 nn xxNn . 

Определение 1.36.  nx  возрастает 
 1 nn xxNn . 

Определение 1.37.  nx  убывает  1 nn xxNn . 
Примеры. 
1.  nx : nxn   (рис. 18) строго возрастает: 

 
Рис. 18 
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2.  ;5;5;4;4;3;3;2;2;1  (рис. 19) возрастает: 

 
Рис. 19 
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3.  nx : 
n

xn

1
  (рис. 20) строго убывает: 

 
Рис. 20 
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4.  nx : 
 

n
x

n

n

1
  (рис. 21) не монотонная: 

 
Рис. 21 

Определение 1.38.  nx  ограниченная сверху  
MxNnM n  . 

Определение 1.39.  nx  ограниченная снизу  
mxNnm n  . 

Определение 1.40.  nx  ограниченная  
MxNnM n  0 . 
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Определение 1.41.  nx  неограниченная сверху  
MxNnM n  . 

Определение 1.42.  nx  неограниченная снизу  
mxNnm n  . 

Определение 1.43.  nx  неограниченная  
MxNnM n  0 . 

Примеры. 

1.  nx : 
n

xn
1

  (рис. 22), ограниченная сверху и 

снизу: 

 
Рис. 22 
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2.  nx : nxn   (рис. 23), ограниченная сверху и не 
ограниченная снизу: 

 
Рис. 23 
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3.  nx :   nx n
n  1  (рис. 24), не ограниченная свер-

ху и снизу: 

 
Рис. 24 

Исследуйте последовательности на монотонность и 
ограниченность, используя рисунки 16, 18 – 24: 

1.  nx : 
n

xn
1

 ,   2.  nx : 
n

xn
1

 ,  3.  nx :  
n

x
n

n
1

 ,  

4.  nx : nxn  ,  5.  nx : nxn  ,   6.  nx :   nx n
n  1 ,   

7.  nx : nnxn
cos . 
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Определение 1.44. Последовательность  nx  называ-
ется бесконечно большой, если 




10  nxNnN . 

Примеры бесконечно больших последовательностей: 
1.  nx : nxn   (рис. 18); 
2.  nx : nxn   (рис. 23); 

3.  nx :   nx n
n  1  (рис. 24). 

Определение 1.45. Последовательность  nx  называ-
ется бесконечно малой, если   nxNnN0 . 

Примеры бесконечно малых последовательностей: 

1.  nx : 
n

xn
1

  (рис. 20) 

2.  nx : 
n

xn
1

  (рис. 22) 

3.  nx :  
n

x
n

n
1

  (рис. 21) 

Теорема 1.3 (о связи бесконечно большой и бесконеч-
но малой последовательности). Если последовательность 









nx
1  бесконечно малая, то последовательность  nx  бес-

конечно большая. 
Предел последовательности 

Определение 1.46. Точка а числовой прямой называ-
ется пределом последовательности, если какова бы ни 
была окрестность точки а, она содержит все члены после-
довательности, начиная с некоторого номера. 

axnn



lim     axNnN n0 . 
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Последнее неравенство равносильно   axn , 
  axa n . 

Пример. 1.1.   4184lim
n







 



n

n
, на рисунке 25 изо-

бражена последовательность и  -окрестность 4, при 1  
все члена последовательности, начиная с девятого, нахо-
дятся внутри  -окрестности.  

 
Рис. 25 

Определение 1.47. Всякая последовательность, 
имеющая конечный предел, называется сходящейся.  

Определение 1.48. Если последовательность не явля-
ется сходящейся, то ее называют расходящейся. 

Теорема 1.4. Предел бесконечно малой последова-
тельности равен нулю. 
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 nn

xlim   


 10  nxNnN . 

Неравенство 

1nx  равносильно совокупности не-

равенств 

















1

1

n

n

x

x
. 


 nn

xlim   


 10  nxNnN . 


 nn

xlim  


 10  nxNnN . 

Теорема. 1.5. Бесконечно большая последователь-
ность расходится. 

Основные теоремы о пределе последовательности 
Теорема 1.6. Если последовательность имеет предел, 

то он единственный. 
Теорема 1.7. Если последовательность сходится, то 

она ограниченна. 
Обратная теорема неверна, например, последова-

тельность   n1  ограниченна и не сходится. 
Теорема 1.8. Если последовательности  nx  и  ny  

сходятся, то сумма и разность этих последовательностей 
тоже будут сходиться   nnnnnnn

yxyx


 limlimlim . 

Теорема 1.9. Если последовательности  nx  и  ny  
сходятся, то произведение этих последовательностей тоже 
будет сходиться.   nnnnnnn

yxyx


 limlimlim  
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Теорема 1.10. Если последовательности  nx  и  ny  
сходятся, причем 0lim 

 nn
y , то частное этих последова-

тельностей тоже будет сходиться. 
nn

nn

n

n
n y

x

y
x















lim

lim
lim . 

Теорема 1.11 (о пределе промежуточной последова-
тельности). Если последовательность  nz  такая, что вы-
полняется неравенство nnn yzx   для всех значений n, 
начиная с некоторого номера, причем последовательности 
 nx  и  ny  сходятся к одному и тому же числу, то после-
довательность  nz  сходится к этому же числу (рис. 26). 

 
Рис. 26 
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Теорема 1.12 (теорема Вейерштрасса). Если возрас-
тающая (убывающая) последовательность  nx  ограничена 
сверху (снизу), то она сходится.    

Теорема 1.13 (теорема Больцано-Вейерштрасса). Из 
всякой ограниченной последовательности всегда можно 
выделить сходящуюся подпоследовательность. 

Второй замечательный предел для последователь-

ности e
n

n

n







 



11lim , иррациональное число ...71828,2e  

экспонента.  
 

Задания 
1. Вычислите предел последовательности, пользуясь 

схемой в приложении 2: 

1. 
nn

19lim 


;               2. 
3
1

2
18lim










 

nn
;        3. 

43
12lim




 n
n

n
; 

4. 
1

2lim 2

2

 n
n

n
;            5. 3

18
25,0lim



 n

n
n

;             6. 
1

1lim
2 


 n

n
n

; 

7. 
3
12lim

2




 n
n

n
;          8. 

2
lim

3 2




 n
nn

n
;      9.   

232
53lim 2 


 nn

nn
n

; 

10. 










 11

lim 2

32

n
n

n
n

n
;                 11.    

   22

22

32
32lim




 nn
nn

n
;  

12.    
   22

33

7353
3313lim




 nn
nn

n
;           13.  nn

n



1lim ; 

14.  nnnn
n




22lim ;           15.  nnn
n




3 23 2lim ; 



43 

 

16. 2
3

2lim 



n
n

n
;  17. 

5
42

2

2

12
1lim




 








 n

n

n nn
nn ;   18. 

n
n

n n
n 













 1

1

2
1lim ; 

19. 
8
1

3

3
2

13
6lim




 








 n

n

n n
n ; 20. 

1
1

2

3

6
12lim
















n
n

n n
; 21. 

n

n n






 



31lim ; 

22. 
12

2

2
2

5lim


 






 
n

n n
n ;  23. 

n

n n
n












 3
6lim 2

2

;   24. 
32

3

3

4
5lim

n

n n
n













; 

25. 
2

5
3lim 2

2 n

n n
n













;  26. 

2

1
4lim

n

n n
n













;  27. 

2

54
14lim 2

2 n

n nn
nn













; 

28. 
5

6
5lim 4

4 n

n n
n













;                    29. 

n
n

n nn
nn 

 








 1

2

2
3

12
13lim ;  

30. 
6

13

2

2
2

122
532lim




 








 n

n

n nn
nn ;          31. 

n

n nn
nn

31

2

2

233
153lim



 








 ; 

32. 
5

1

2

2 2

3

1202
762lim




 








 n

n

n nn
nn . 

1.4. Предел функции. Асимптоты. Непрерыв-
ность функции и точки разрыва 

Предел функции в точке 
Пусть функция  xfy   задана на некотором множе-

стве Х, за исключением точки 0x . Возьмем из множества Х 
последовательность точек, отличных от 0x : ...,...,,, 21 nxxx  
сходящуюся к точке 0x . Значения функции в точках этой 
последовательности также образуют числовую последова-
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тельность       ...,...,,, 21 nxfxfxf  по отношению к которой 
можно ставить вопрос о существовании и нахождении 
предела. Последовательность  nx  можно составлять раз-
личными способами и каждый раз получать новую после-
довательность   nxf . Если последовательности   nxf , 
соответствующие всевозможным последовательностям 
 nx , имеют один и тот же предел, например, число А, то 

  Axf
xx


 0

lim . Если хотя бы для одной последовательности 

 nx ,сходящейся к 0x  последовательность   nxf , не име-
ет предела или имеет предел, но отличающийся от других, 
то функция  xfy   в точке 0x  предел не имеет. 

Определение 1.49 (по Гейне).   Axf
xx


 0

lim   

  00 lim: xxxxNnx nnnn 


    Axf nn



lim  (рис. 

27). 

  nxf

 nx

 
Рис. 27 
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Определение 1.50 (по Коши).   Axf
xx


 0

lim   

    Axfxxx 00:00  (рис. 28). 

 
Рис. 28 

Односторонние пределы в точке 
Определение 1.51 (по Гейне).   Axf

xx


 00

lim   

  00 lim: xxxxNnx nnnn 


   Axf nn



lim . 

Определение 1.52 (по Гейне).   Axf
xx


 00

lim   

  00 lim: xxxxNnx nnnn 


   Axf nn



lim . 

Определение 1.53 (по Коши).   Axf
xx


 00

lim   
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    Axfxxx 0:00 0 . 
Определение 1.54 (по Коши).   Axf

xx


 00

lim   

    Axfxxx 00:00 . 
Теорема 1.14. Если существует предел функции f в 

точке 0x  и равен А:   Axf
xx


 0

lim , то существуют пределы 

функции слева и справа, причем односторонние пределы 
равны пределу функции в точке     Axfxf

xxxx


 00 00

limlim . 

Бесконечные пределы в точке по Коши 
Определение 1.55.   


xf

xx 0

lim    

 



10:00 0  xfxxx . 

Определение 1.56.   


xf
xx 0

lim   

 



10:00 0  xfxxx . 

Определение 1.57.   


xf
xx 0

lim   

 



10:00 0  xfxxx . 

Предел функции на бесконечности 
Определение 1.58 (по Гейне).   Axf

x



lim   

  
 nnn xx lim:    Axf nn




lim . 

Определение 1.59 (по Гейне).   Axf
x




lim   

  
 nnn xx lim:    Axf nn




lim .  

Определение 1.60 (по Гейне).   Axf
x




lim   
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 nnn xx lim:    Axf nn




lim . 

Определение 1.61 (по Коши).   Axf
x




lim   

    Axfcxс0 . 
Определение 1.62 (по Коши).   Axf

x



lim   

    Axfcxс0 . 
Определение 1.63 (по Коши).   Axf

x



lim   

    Axfcxс 00 . 
Бесконечные пределы на бесконечности 

Определение 1.64 (по Гейне).   


xf
x
lim   

  
 nnn xx lim:    

 nn
xflim . 

Определение 1.65 (по Гейне).   


xf
x
lim   

  
 nnn xx lim:    

 nn
xflim .  

Определение 1.66 (по Гейне).   


xf
x
lim   

  
 nnn xx lim:    

 nn
xflim . 

Определение 1.67 (по Гейне).   


xf
x
lim   

  
 nnn xx lim:    

 nn
xflim . 

Определение 1.68 (по Гейне).   


xf
x
lim   

  
 nnn xx lim:    

 nn
xflim .  

Определение 1.69 (по Гейне).   


xf
x
lim   

  
 nnn xx lim:    

 nn
xflim . 

Определение 1.70 (по Гейне).   


xf
x
lim   



48 

 

  
 nnn xx lim:    

 nn
xflim . 

Определение 1.71 (по Гейне).   


xf
x
lim   

  
 nnn xx lim:    

 nn
xflim .  

Определение 1.72 (по Гейне).   


xf
x
lim   

  
 nnn xx lim:    

 nn
xflim . 

Определение 1.73 (по Коши).   


xf
x
lim   

 



10  xfcxс . 

Определение 1.74 (по Коши).   


xf
x
lim   

 



10  xfcxс . 

Определение 1.75 (по Коши).   


xf
x
lim   

 



100  xfcxс . 

Определение 1.76 (по Коши).   


xf
x
lim   

 



10  xfcxс . 

Определение 1.77 (по Коши).   


xf
x
lim   

 



10  xfcxс . 

Определение 1.78 (по Коши).   


xf
x
lim   

 



100  xfcxс . 

Определение 1.79 (по Коши).   


xf
x
lim   
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10  xfcxс . 

Определение 1.80 (по Коши).   


xf
x
lim   

 



10  xfcxс . 

Определение 1.81 (по Коши).   


xf
x
lim   

 



100  xfcxс . 

Теорема 1.15. Если функция  xfy   имеет предел в 
точке 0x , то он единственный. 

Теорема 1.16. Если функция  xfy   имеет предел в 
точке 0x , то существует окрестность точки 0x , в которой 
функция ограничена. 

Теорема 1.17. Пусть функции  xfy   и  xgy   оп-
ределены в окрестности точки 0x ,   Axf

xx


 0

lim , 

  Bxg
xx


 0

lim . Тогда:  

1)      BAxgxf
xx


 0

lim ,  

2)     BAxgxf
xx


 0

lim ,  

3)  
  B

A
xg
xf

xx


 0

lim  при 0B . 

Теорема 1.18. Если   Axf
xx


 0

lim ,   Bxg
xx


 0

lim  и для 

всех х из окрестности точки 0x  выполняется неравенство 
   xgxf  , то BA  . 

Теорема 1.19. Если для всех х из окрестности точки 
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0x       xgxxf   ,     Axgxf
xxxx


 00

limlim , то 

  Ax
xx





0

lim . 

Теорема 1.20. Пусть  tfy  ,  xgt  ,   0
0

lim txg
xx




, 

  Atf
tt


 0

lim  функция   xgfy   определена  0xU 
 . То-

гда    Axgf
xx


 0

lim .  

Если в теоремах 1.15 – 1.20 заменить 0x  на  , то 
теоремы будут верны. 

Замечательные пределы 

Первый замечательный предел 1sinlim
0


 x

x
x

  

Второй замечательный предел е
х

х

x







 



11lim  или 

  ех х
x




1

0
1lim  

Эквивалентные бесконечно малые функции 
Определение 1.82. Две бесконечно малые функции 

называются эквивалентными, если  
  1lim 
х
х


 .  

Эквивалентные бесконечно малые при 0х  
1. xx sin ;  2. xx tg ;  3. xx arcsin ;  4. xx arctg ; 

5.  
2

cos1
2xx  ; 6.   xnх n  11 ; 7. 

n
xхn  11 ; 

8.   xx 1ln ;                9.  
a

xxa ln
1log  ;   

10.   axa x ln1  ;                11.   xex 1 .  
 



51 

 

Асимптоты кривой 
Определение 1.83. Прямая х = х0 называется верти-

кальной асимптотой графика функции y = f(x), если хотя 
бы один из пределов  xf

xx 00

lim


 или  xf
xx 00

lim


 равен бес-

конечности. 
Определение 1.84. Прямая у=у0 называется горизон-

тальной асимптотой графика функции y = f(x), если 
  0lim уxf

x



 или   0lim уxf

x



. 

Определение 1.85. Прямая bkxy  называется на-
клонной асимптотой графика функции, если 

   0)(lim 


bkxxf
x

. Причем  
x
xfk

x 
 lim , 

  kxxfb
x




lim . 

Непрерывность функции и точки разрыва 
Определение 1.86. Функция f непрерывна в точке х0, 

если предел функции в точке равен значению функции в 
этой точке    0

0

lim xfxf
xx




. 

Если в точке функция не является непрерывной, то 
она терпит разрыв в этой точке. 

Определение 1.87. Если предел функции  xfy   в 
точке 0x  существует и не равен значению функции в точке 

   0
0

lim xfxf
xx




 (рис. 29) или функция не определена в 

этой точке, то точка х0 (рис. 30) называется точкой устра-
нимого разрыва. 
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Рис. 29 

 

 
Рис. 30 
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Определение 1.88. Если в точке 0x  существуют ко-
нечные односторонние пределы  xf

xx 00

lim


 и  xf
xx 00

lim


, 

причем    xfxf
xxxx 00 00

limlim


  (рис. 31), то точка 0x  назы-

вается точкой разрыва первого рода (скачок). Величина 
скачка    00 00  xfxf .  

Неважно, равно или нет  0xf  одному из односто-
ронних пределов. 

 
Рис. 31 

Определение 1.89. Если хотя бы один из односторон-
них пределов  xf

xx 00

lim


 или  xf
xx 00

lim


 равен бесконечно-

сти (рис. 32) или не существует (рис. 33), то точку 0x  на-
зывают точкой разрыва второго рода. 
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Рис. 32 

 
Рис. 33 
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Свойства функций, непрерывных в точке 
Теорема 1.21. Если функция  xfy   непрерывна в 

точке 0x , то существует такая окрестность точки 0x , в ко-
торой функция ограничена. 

Теорема 1.22. Если функция  xfy   непрерывна в 
точке 0x  и   00 xf  (   00 xf ), то существует окрест-
ность точки 0x , что для всех х, входящих в эту окрест-
ность, выполняется неравенство   0xf  (   0xf ). 

Теорема 1.23. Если функции  xfy   и  xgy   не-
прерывны в точке 0x , то функции    xgxfy  , 

   xgxfy   и  
 xg
xfy   (   00 xg ) непрерывны в точке 

0x . 
Теорема 1.24. Если функция  xgt   непрерывна в 

точке 0x , функция  tfy   непрерывна в точке  00 xgt  , 
то функция   xgfy   непрерывна в точке 0x . 

Непрерывность функций на множестве 
Определение 1.90. Функция называется непрерывной 

на множестве, если она непрерывна в каждой точке этого 
множества. 

Теорема 1.25 (I теорема Вейерштрасса). Если функ-
ция непрерывна на  ba; , то она ограничена на нем. 

Если функция  xfy   непрерывна на  ba; , то она 
ограничена на нем, значит, ограничено множество значе-
ний функции, следовательно, существуют  fEm inf  и 

 fEM sup . 
Теорема 1.26 (II теорема Вейерштрасса). Если 

функция непрерывна на  ba; , то она достигает на нем сво-
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его наименьшего и наибольшего значения, то есть сущест-
вует точка  baс ; , такая, что   mсf   и существует точ-
ка  bad ; , такая, что   Mdf  . 

Теорема 1.27 (I теорема Больцано-Коши). Если 
функция непрерывна на  ba;  и на концах этого отрезка 
принимает значения разных знаков, то существует хотя бы 
одна точка  baс ; , в которой   0cf . 

 
Рис. 34 

Теорема 1.28 (II теорема Больцано-Коши). Если 
функция непрерывна на  ba; , причем    bfaf  , тогда 
для любого числа С, заключенного между числами  af  и 
 bf , найдется точка  baс ; , в которой   Ccf  . 

Следствие. Если функция непрерывна на  ba;  и 

 
 xfm

ba;
inf , 

 
 xfM

ba;
sup , то функция  xfy   на  ba;  

принимает все значения из  Mm; . 
Метод интервалов. Необходимо решить неравенство 

  0xf , где функция  xfy   непрерывна на  ba; . Ре-
шим уравнение   0xf , оно имеет n корней 

bxxxa n  ...21 . Можно утверждать, что внутри ин-
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тервалов  1; xa ,  21; xx , …,  bxn ;  функция  xfy   со-
храняет постоянный знак. Поэтому достаточно взять на 
каждом из интервалов одну пробную точку и посмотреть в 
ней знак функции. Тот же знак будет иметь функция на 
всем интервале. Объединим промежутки, на которых 
  0xf , и получим решение неравенства. 

Теорема 1.29. Если функция  xfy   монотонна и 
непрерывна на  ba; , тогда на     bfaf ;  определена, мо-
нотонна и непрерывна обратная функция  yfx 1 . 

Задания 
1. Вычислите предел функции: 

1.1. 3

23

21
432lim

x
xxx

x 



;             1.2. 

5
10sinlim 2  x

x
x

; 

1.3. 
15

cos2lim 2

2




 x
xx

x
;                       1.4.  11lim 


xx

x
; 

1.5.  224 3159lim xxx
x




;       1.6.  xx
x




2lim 2 ; 

1.7. 
xx
xx

x 


 6

5 5

7
13252lim ;        1.8. 

3 25 7

53 4

11
11lim



 xx

xx
x

; 

1.9. 
82
2lim 2

2

3 


 xx
xx

x
;                        1.10.  xx

xxx
x 31

32lim 3

345

0 



; 

1.11. 
25

20lim 2

2

5 


 x
xx

x
;                      1.12. 

23
143lim 2

2

1 


 xx
xx

x
; 

1.13. 
383
372lim 2

2

3 


 xx
xx

x
;                    1.14. 

64
67lim 23

3

2 


 xxx
xx

x
; 

1.15. 
96106

9157lim 234

23

3 


 xxxx
xxx

x
;  
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1.16. 
1sin3sin2

1sinsin2lim 2

2

6



 xx
xx

x 
;            1.17. 

8
517lim

8 


 x
x

x
; 

1.18. 
2

8152lim
3

2

8 


 x
xx

x
;                     1.19. 

332 31
311lim



 xx

x
x

; 

1.20. 
44 4

212lim



 x
xx

x
;         1.21. 

62

3 2

5 556
32lim




 xxx

x
x

; 

1.22. 
x
x

x 5
sinlim

0
;            1.23. 

x
x

x 3sin
lim

0
;           1.24. 

x
x

x 2sin
3sinlim

0
; 

1.25. 
xx

x
x 3sin5sin

8sinlim
0 

;    1.26. 
x

x
x

2tglim
0

;   1.27. 20

cos1lim
x

x
x




; 

1.28. 30

tgsinlim
x

xx
x




;                        1.29. 
x

xx
x 3

cossin1lim
0




; 

1.30. 
x

x

x 



 

2
sin1

lim ;                            1.31. 
ax

ax
ax 




sinsinlim ; 

1.32. 
3

3

7
23

2

2

4
12lim

x
x

x x
x 



 








 ;                  1.33. 

x

x

x
15

0 3
1lim 






 


; 

1.34.   xx
x

x
x 126

1

0
261lim 




 ;                     1.35. 

x
x

x

x
56

0 3
1lim










  ; 

1.36. 
5

10sinlim 2  x
x

x
;                             1.37. 

15
cos2lim 2

2




 x
xx

x
. 

2. Вычислите предел с помощью эквивалентных бес-
конечно малых: 

2.1. 
x

x
x arcsin

3tglim
0

;                            2.2.  
xx
xx

x 2sin3arctg
6tg5arcsinlim 2

2

0 



; 
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2.3.  


xx

xx
x sin3arcsin

cos16arctglim
20






;                 2.4. 
131

cos1lim
0 


 x

x
x

; 

 2.5.  
24
112lim

5

0 


 x
x

x
;                            2.6.  x

x

x 


 1log
12lim

3
0

; 

 2.7.  x
x

x 2tg1ln
13sin1lim

5

0 



;                        2.8.  

13
3sin1loglim tg

5
0 


 xx

x ; 

2.9. 
x

x
x 2sin

13coslim 2

3

0




;    2.10. 
x

x
x 


 43

16lim
5

;   2.11. 
x
x

x 


2sin
7sinlim

1
. 

3. Найдите асимптоты кривой: 

3.1. 
1
12





x
xy ;   3.2. 

x
xy

223
 ;  3.3. 

34
132

2

23





xx

xxxy ; 

3.4. 
427

12
2

2





xx

xxy ;                   3.5. 
9
6cos

2

22





x

xxy ; 

3.6. x
x
xy 2

1
5

2

2





 ;                     3.7. xxy  2 . 

4. Постройте график функции, найдите точки разрыва 
и классифицируйте их: 

4.1. xxf sign)(  ;     4.2. 2)(
x

xx
xf


 ;      4.3. 

1
1)(

3





x
xxf ; 

4.4. 























.1,2

,10,2
01,

,1,1

)(

3

x

x
x

xx
xx

xf ;  4.5.  
 














.2,2sin
,22,2log

,2,64
)( 2

2

xx
xx

xxx
xf . 
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5. Доопределить функцию 
1

12)(




x

xxf  так, что-

бы она стала непрерывной. 
6. Решите неравенства методом интервалов: 

6.1.       0271231  xxxxx ; 

 6.2.   0432  xxx ;                 6.3.   
   0

21
43





xx
xxx ; 

6.4.      0312 2  xxx ;        6.5.   
  0

1
25 2





x
xx ; 

6.6.   0
7

4 2





xx
x ;                          6.7.   

   0
23

274 2





xx
xx ; 

6.8. 
3

3
2

5



 xx

;                        6.9. 
xxx
532

23  . 
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Глава 2. Дифференциальное исчисление 
2.1. Понятие производной и дифференцируемой 

функции 
Рассмотрим функцию  xfy  , заданную на  ba; . 

Зафиксируем произвольную точку х из  ba; . х  – произ-
вольное число, настолько малое, что  baхх ; , причем 

0х . 
Приращением функции  xfy   в точке х, отве-

чающим приращению аргумента х , будем называть чис-
ло    xfxxfy  . 

Определение 2.1. Производной функции  xfy   в 
данной фиксированной точке х называется предел при 

0х  отношения приращения функции к приращению 

аргумента.  xf
x
y

x





 0
lim . 

Определение 2.2. Правой производной функции 
 xfy   в фиксированной точке х называется предел от-

ношения приращения функции к приращению аргумента 

при 00 х , т.е. 0х  и 0х .  
x
yxf

x 



 00

lim0 . 

Левой производной функции  xfy   в фиксированной 
точке х называется предел отношения приращения функ-
ции к приращению аргумента при 00 х , т.е. 0х  

и 0х ).  
x
yxf

x 



 00

lim0 . 

Если функция  xfy   в точке х имеет производную 
 xf  , то эта функция в точке х имеет как правую, так и 

левую производную, причем      xfxfxf  00 . 
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Если же    00  xfxf , то  xf   не существует. 
Определение 2.3. Функция  xfy   называется диф-

ференцируемой в точке х, если приращение функции у  
этой функции в точке х может быть представлено в виде 

  xxxAу   , где А – некоторое число, не зави-
сящее от х , а  x  – бесконечно малая функция аргу-
мента х  при 0х . 

Теорема 2.1. Для того, чтобы функция  xfy   была 
дифференцируема в точке х, необходимо и достаточно, 
чтобы она в этой точке имела конечную производную.  

Эта теорема позволяет нам в дальнейшем отождеств-
лять понятие дифференцируемости функции в данной точ-
ке с понятием существования конечной производной в 
функции в данной точке. 

Операцию нахождения производной будем называть 
дифференцированием. 

Определение 2.4. Пусть функция  xfy  , опреде-
ленная на  ba; , имеет конечную производную в каждой 
точке  baх ; , тогда на  ba;  определена производная 
функция  xfу  . 

Теорема 2.2. Если функция f дифференцируема в точ-
ке х, то она непрерывна в этой точке. 

Обратная теорема не верна. 
Рассмотрим функцию f, дифференцируемую в точке 

х.  
  xxxAу   .  xfА  .  

  xxfxA   – главная часть приращения у . 
  xx   – бесконечно малая функция более высо-

кого порядка, чем х .  
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Определение 2.5. Дифференциалом функции f в 
точке х называется главная часть приращения у  и обо-
значается   xxfdf  .  

Геометрический смысл производной и дифферен-
циала 

Геометрический смысл производной: производная 
функции в точке х – это угловой коэффициент наклона ка-
сательной, проведенной к графику функции в данной точ-
ке, или тангенс угла наклона касательной к положитель-
ному направлению оси Ох.   tg xf .  

    000 xfxxxfy   – уравнение касательной,  

     00
0

1 xfxx
xf

y 



  – уравнение нормали (рис. 

35). 

 
Рис. 35 

Механический смысл производной: если материальна 
точка движется прямолинейно и неравномерно по зако-
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ну  tхх  , где х – расстояние, t – время, то мгновенная 
скорость есть производная пути по времени    tхtv  , а 
ускорение в данный момент времени – как производная от 
скорости    tvta  . 

Правила дифференцирования 
Теорема 2.3. Пусть функции  xuy   и  xvy   диф-

ференцируемы в точке х, тогда сумма, произведение и ча-
стное этих функций (частное при условии, что значение 
  0xv ) также дифференцируемы в этой точке, причем: 

  vuvu  ,   vuvuvu  , 2v
vuvu

v
u 









 . 

Следствие 2.1. Постоянный множитель можно выно-

сить за знак производной   uCuС   
Теорема 2.4. Пусть функция  tx   дифференци-

руема в точке t, а функция  xfy   дифференцируема в 
соответствующей точке  tx  , тогда сложная функция 

  tfy   дифференцируема в точке t, причем 

            ttftxftf   . 
Теорема 2.5. Пусть функция  xfy   возрастает 

(убывает) и непрерывна в некоторой окрестности точки х. 
Пусть f дифференцируема в точке х и ее производная равна 

  0 xf , тогда в некоторой окрестности точки  xfy   
определена обратная функция  yfx 1 , дифференци-

руемая в точке у и     xf
yf




 11 . 

Задания 
Вычислите производные функций, используя прило-
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жение 3: 

1. xxxy 125 513  ;           2. 32

534
xxx

y  ; 

3. 5 43 2 xxxy  ;        4. 
x

xxxxy
32 432 

 ; 

5. 
4 5

5 4
3 28 10

x

xxxy  ;      6. 2cos4sin5  xxy ; 

7. xxy ctg
3
4tg

4
3

 ;            8. 8log35log 32  xxy ; 

9. 2ln exey x  ;              10. xxy arcsin
3
1arcctg

2
1

 ; 

11. 
12

cossin 
 xey x ;    12. 

6
tgcosarccos 

 xxy ; 

13. 1sinctg3  xy x ;        14. 
x
xy

ln
tg

 ; 

15. x

x
y

6
log 5 ;                      16. xy x arccos3log  ; 

17. 3 6
arccos
arctg


x

xy ;          18. xxy 10tg5sin  ; 

19.  xxy  4
5log ;             20.  52 43arcsin xxy  ; 

21. 
3

sincos3 
 xy ;      22. xxxxy 753 tg

7
1tg

5
3tgtg  ; 

23. xxy sin2 8arcctg  ;         24. xxy
22 cossin 32  ; 

25. xy 532 logloglog ;         26.  14cosln 32  xy ; 

27. 








 21
2arccos

x
xy ;          28. 

12
1ln 24

24





xx

xxy ; 

29. xxy 22 sincoscossin  ;  
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30.   xxxy sinarctgsin2sin1ln 2  ; 
31. xy ctglogarcsintg 11

3 ; 
32. )ln(arctgcos xxey  ; 

33. 33
2arcctg4arcsin
x

xy ctgx




 ; 

34. 



 cos1
cos1lnctg

1
1ln

sin
1

x
x

x
xy








 ; 

35. xx
x

x
x ee

e
eey 


 arctg
1

arcsin ; 

36. 
2

sin1arcsin2sin2cos
2
sin3 2 xxxxy 




 . 

2.2. Инвариантность дифференциала. Лога-
рифмическое дифференцирование. Производ-
ные функций, заданных параметрически. Про-
изводные и дифференциалы высших порядков 

Инвариантность формы дифференциала 
Задана функция  xfy  , если х независимая пере-

менная,  dxxfdy  . 
Рассмотрим случай, когда аргумент х является диф-

ференцируемой функцией  tx  . Мы получили сложную 
функцию   tfy  . Вычислим ее дифференциал: 

          dxxfdtttfdttfdy
dxx




 .  

Таким образом, дифференциал имеет один и тот же 
вид для независимой переменной х и для дифференцируе-
мой функции  tx  . Это свойство принято называть ин-
вариантностью формы дифференциала. 

Замечание. Производную функции f обозначают 
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 xf
dx
df  . 

Применение дифференциала для приближенных 
вычислений 

dxxfdy )( 0 , т.к. xdx  , то xxfdy  )( 0 . 
Из условий xxxAy  )(  и xAdy   сле-

дует, что xxdyy  )( . 
Таким образом, приращение функции отличается от 

дифференциала функции на бесконечно малую функцию, 
следовательно, dyy  . Значит, xxfyy  )( 00 ,      

00 )( yxxfy   
Логарифмическое дифференцирование. Произ-
водная показательно-степенной функции 

Пусть дана функция  xfy   положительная и диф-
ференцируемая в точке х. 

  y
y

yyy 
1nlln . 

Величину  yln  принято называть логарифмической 
производной функции  xfy   в точке х. 

Вычислим производную показательно-степенной 
функции    xvxuy  , где  xuy   и  xvy   дифференци-
руемые, причем   0 xuy . 

             


 xuxvxuy xv lnlnln  

         xu
xu

xvxuxv 
1ln .     

  





 




u
uvuvuu vv ln . 
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Дифференцирование функции, заданной 
 параметрически 

До сих пор мы рассматривали уравнения линий на 
плоскости, связывающие непосредственно координаты х и 
у. Однако часто применяется другой способ задания линии, 
в котором координаты х и у рассматриваются как функции 
новой переменной t.  

Уравнения 
 
 







ty
tx




 называют параметрическими 

уравнениями, а переменную t – параметром.  
Функции  tх  ,  ty   имеют производные по 

параметру t, а функция  tх   имеет обратную. Произ-
водная функции, заданной параметрически, вычисляется 

по формуле   
 t
tyx 





 . 

Производные и дифференциалы высших степеней 
Производная  xfy   функции  xfy  , опреде-

ленной и дифференцируемой на  ba; , представляет собой 
функцию, определенную на  ba; . Если функция  xfy   
дифференцируема, то можно вычислить ее производную 

 xfy   – ее называют производной второго порядка. 
Также вводится понятие производной третьего порядка и 
так далее. Если предположить, что нами введено понятие 
(n-1) производной и что она дифференцируема, то вычис-
лив от нее производную, получим производную n-го по-
рядка, обозначаемую   xfy n . 

Таким образом, понятие n-ой производной вводится 
индуктивно, переходя от первой производной к после-

дующим         xfxf nn 1 . 
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Таблица производных высших порядков 

1.    





  nxx nn

2
sinsin 

 , Nn  

2.    





  nxx nn

2
coscos 

 , Nn  

3.    xnx ee  , Nn  

4.    aaa nxnx ln , Nn  

5.       
n

n
n

x
nx !11ln 

 , Nn  

6.       
ax

nx n

n
n

a ln
!11log




 , Nn  

7.           ncnnc baxncccabax  11  , 
Nn  

Правила нахождения производных высших порядков 
1.     nn uCuС  , Nn  
2.       nnn vuvu  , Nn  

3.       


 
n

k

kknk
n

n vuCvu
0

, Nn  – формула Лейб-

ница, где k
nC  число сочетаний из n элементов по k элемен-

тов и вычисляется по формуле  !!
!

knk
nC k

n 
  

Дифференциалы высших порядков 
Если х независимая переменная, то  dxxfdy   

  22 dxxfyd  , …,    nnn dxxfyd  . 
Если  же  tx  , то  dxxfdy  .  
А     xdxfdxxfyd 22  .  
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Второй и последующие дифференциалы не обладают 
свойством инвариантной формы. 

Производные высших степеней функции, задан-
ной параметрически 

 
 3


 









t

tx
xx

y
y  

Задания 
1. Вычислите производную функции, используя ло-

гарифмическое дифференцирование: 
1.1.    cxbxaxy  ;       

1.2. 
 

 10 3

5 27

4

31






x

xx
y ;           1.3.    

3
5

2

2
11




x

xxy . 

2. Вычислите производную показательно-степенной 
функции: 

2.1.   xxy 32  ;                             2.2.   xxy
1

cos ; 

2.3.   xxy sin
1

1 ;                             2.4. x
x

xy 2ln . 
3. Вычислите производные функций, заданных пара-

метрически: 

3.1. 










tay
tax

3

3

sin
cos

;                             3.2. 
 
 







tay
ttax

cos1
sin

. 

4. Напишите уравнение касательной и нормали, про-
веденных к кривой 3xy   в точке 20 x . 

5. На графике функции 143 23  xxy  найдите 
точку, в которой касательная образует с осью абсцисс угол 

4
 . 
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6. Составьте уравнение касательной к кривой 











ty
tx

3

3

cos8
;sin8
 в точке, соответствующей значению парамет-

ра 
3


t . 

7. Определите, в каких точках и под каким углом пе-

ресекаются графики функций 3xy   и 2

1
x

y  . 

8. Тело массой 4 кг движется прямолинейно по зако-
ну 221 ttS  , где S – путь в сантиметрах, t – время в 
секундах. Определите кинетическую энергию тела через 3 
секунды после начала движения. 

9. Колесо вращается так, что угол поворота пропор-
ционален квадрату времени. Первый оборот был сделан 
колесом за 8 секунд. Определите угловую скорость   че-
рез 32 секунды после начала движения. 

10. Высота h снаряда, вылетевшего с начальной ско-
ростью 0V под углом  к горизонту, изменяется по закону 

 
2

sin
2

0
gttVh   . В какой момент времени скорость из-

менения высоты снаряда над горизонтом равна 0? 
11. Найдите дифференциал функции 3)( xxf  :  

11.1. x  – независимая переменная; 
11.2. 325  ttx . 

12. Найдите дифференциал функции, заданной пара-

метрически 










ty
tx

3

3

cos27
;sin27
. 

13. Вычислите значение дифференциала функции 
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xxf 3cos)(   при изменении функции от 
3
  до 

12
5 . 

14. Вычислите приближенное значение выражения:   
14.1 02,9 ;                                        14.2 29sin . 
15. Вычислите   )(5 xf , если xxxf  5)( . 
16. Вычислите )(xf  , если xexxf 22)(  . 
17. Вычислите   )(xf n , если xxf sin)(  . 

18. Вычислите   )(xf n , если  1
1)(



xx

xf . 

19. Вычислите   )(50 xf , если xexxf 22)(  . 

20. Вычислите xxy  , если







ty
ttx

cos1
sin

. 

21. Вычислите )(2 xfd , если 3 2)( xxf  . 
2.3. Правило Лопиталя. Формула Тейлора. 
Применение дифференциального исчисления к 
исследованию функции. Наибольшее и наи-
меньшее значения функции 

Правило Лопиталя 
При вычислении пределов рассматривались неопре-

деленности вида 

 , 

0
0 ,   и 1 . Это не полный пере-

чень неопределенностей. Так же существуют 0 , 00  и 
0 .  

Правило Лопиталя. Если  
1)     0limlim 


xgxf

axax
 или     


xgxf

axax
limlim ; 

2) функции f и g дифференцируемы в точке а; 
3) в окрестности точки а:   0 xg ; 
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4) существует  
 xg
xf

ax 



lim , 

то существует  
 xg
xf

ax
lim и  

 
 
 xg
xf

xg
xf

axax 





limlim . 

Замечание. Правило Лопиталя выполняется, если 
а . 

Неопределенность вида 0  приводятся к неопреде-

ленностям вида 

  и 

0
0  с помощью следующих преобра-

зований:







10  или 

0
0

0
100  . 

Неопределенности вида 1 , 00 , 0  приводятся к не-
определенности вида 0  с помощью основного лога-
рифмического тождества ba ba log :  

   01 lnln   uvuv eeu
v

; 
     00 lnln0 uvuv eeu

v

; 
     0lnln0 uvuv eeu

v

. 
Формула Тейлора 

Пусть функция f не является многочленом и в точке 
0x  имеется n производных 

          





 
2

0
0

0
0

0 !2!1
)( xxxfxxxfxfxf

    )(
! 0

0 xRxx
n

xf
n

n
n

   

           





 2
0

0
0

0
0 !2!1

xxxfxxxfxfxPn

    n
n

xx
n

xf
0

0

!
  – многочлен Тейлора функции )(xf  
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в точке 0x .  
   xPxfxR nn  )(  – остаточный член n-го порядка 

формулы Тейлора 
    n

n xxoxR 0 – остаточный член в форме Пеано; 
  
    1

0

1

!1
)( 






 n
n

n xx
n

cfxR , где  xxc ;0 , 

 00 xxxc   ,  1;0  – остаточный член в форме Ла-
гранжа, 

Если в формуле Тейлора подставить 00 x , то полу-

чим ряд Маклорена 
     xRx
k

fxf n
k

n

k

k


0 !

0)(  

Рассмотрим разложение основных элементарных 
функций в ряд Маклорена: 

   .
!!!2

1
0

2
n

n

k

k
n

n
x xo

k
xxo

n
xxxe  



  

 
   




 


22
1253

!12
1

!5!3
sin n

nn

xo
n

xxxxx 

 
   .

!12
1

0

22
12













n

k

n
kk

xo
k

x  

 
   


 12
242

!2
1

!4!2
1cos n

nn

xo
n

xxxx 

 
   .

!2
1

0

12
2








n

k

n
kk

xo
k

x  

   



 2

!2
111 xxx 
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      .
!

11 nn xox
n

n





   

     





n
nn

xo
n

xxxxx
132 1

32
1ln 

   .1
0

1
n

n

k

kk

xo
k

x









 

Применение дифференциального исчисления к 
исследованию функции. Условие постоянства, возрас-

тания, убывания функций 
Если функция f непрерывна на  ba; , существует ко-

нечная производная на  ba; :  
f – постоянная   bax ;    0 xf ;  
f – возрастает (убывает)   bax ;    0 xf  

(   0 xf ); 
f – строго возрастает (строго убывает)   bax ;  

  0 xf  (   0 xf ). 
Экстремумы функций 

Определение 2.6. Точка 0x , в которой   00  xf , на-
зывается стационарной точкой. Точки, в которых 

  00  xf  или  0xf   не существует, называются критиче-
скими точками. 

Необходимое условие экстремума: Если функция f в 
точке 0x  имеет экстремум, то производная  0xf   обраща-
ется в нуль или не существует. 

Достаточные условия экстремума. 
1. Если 0x  – критическая точка и производная при 

переходе через нее меняет знак с «–» на «+», то 0x  – точка 
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минимума, а если с «+» на «–», то 0x  – точка максимума. 
2. Если функция f в точке 0x  имеет конечную не ну-

левую производную второго порядка, если   00  xf , то 

0x  – точка максимума, а если   00  xf , то 0x  – точка 
минимума. 

3. Пусть функция f имеет в точке 0x  производные n–
го порядка включительно. Тогда если 

  0)()()( 0
1

00   xfxfxf n , а   0)( 0 xf n , то при 
четном n точка 0x  является точкой экстремума. Если  

  0)( 0 xf n , то 0x  – точка максимума, если   0)( 0 xf n , 
то 0x  – точка минимума. При нечетном n экстремума в 
точке 0x  нет.  

На рисунке 36 показано, как выглядит минимума в 
случае, когда 0)(  af  и  )(bf . 

 
Рис. 36 

Исследование функции на направление выпукло-
сти. Точки перегиба 

Определение 2.7. Дифференцируемая функция назы-
вается выпуклой вверх на  ba; , если график этой функ-
ции расположен ниже любой своей касательной (рис. 37).  
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Рис. 37 

Определение 2.8. Дифференцируемая функция назы-
вается выпуклой вниз на  ba; , если график этой функ-
ции расположен выше любой своей касательной (рис. 38). 

  
Рис. 38 

Определение 2.9. Точка графика непрерывной функ-
ции, в которой изменяется направление выпуклости, назы-
вается точкой перегиба (рис. 39). 
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Рис. 39 

Если   0 xf , то функция выпукла вверх, если 
  0 xf , то функция выпукла вниз.  

Если в точке 0x    00  xf  или  0xf   не существует 
и вторая производная при переходе через нее меняет знак, 
то 0x  – точка перегиба.  

Алгоритм поиска наибольшего и наименьшего 
значения функции на отрезке: 

1) найти критические точки; 
2) вычислить значения функции во всех критических 

точках и на концах отрезка; 
3) из полученных значений выбрать наибольшее и 

наименьшее. 
Алгоритм решения оптимизационных задач: 

1. Задача «переводится» на язык функций. Для этого 
выбирают удобный параметр x, через который интересую-
щую нас величину выражают как функцию  xf . Об этой 
величине ставится вопрос в задаче её наибольшего и наи-
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меньшего значения при определенном параметре, который 
мы обозначили за x. 

2. Исследовать функцию на наибольшее или наи-
меньшее значение на некотором промежутке. 

3. Выясняется, какой практический смысл (в терми-
нах первоначальной задачи) имеет полученный (на языке 
функций) результат. 

Задания 
1. Вычислите предел функций, используя правило 

Лопиталя: 

1.1.  x
ee xx

x 
 

 1ln
lim

0
;                          1.2. 

x
xx

x 4cos1
tg5,0sinlim

2

4






;  

1.3. x

x
ex 01,02lim 


 ;                        1.4. 






 

 xxx ln
1

1
1lim

1
; 

1.5. x

x
x

0
lim


;            1.6. 

x

x x

tg

0

1lim 








;             1.7. 

a
x

ax a
x 2

tg

2lim








 


. 

2. Разложите многочлен 4482)( 234  xxxxxf  
по формуле Тейлора в окрестности точки 10 x . 

3. Разложите многочлен 





 

4
3sin)( xxf  по фор-

муле Тейлора в окрестности точки 00 x . 
11. Разложите многочлен  xxf 45ln)(   по форму-

ле Тейлора в окрестности точки 00 x . 
12. Вычислите предел с помощью формул Тейлора, 

если    22
1253

12
1

53
arctg 







 n

nn

xo
n

xxxxx  ; 
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   22

1253

12!2
!!12

40
3

6
arcsin 







 n

n

n

xo
nn

xnxxxx  ; 

 65
3

15
2

3
tg xoxxxx  : 

12.1. 
xx

xx
x sintg

arcsinarctglim
0 




;    12.2. 
x

x xx
x cos1

1

0 sin
tg2lim













. 

13. Найдите промежутки возрастания и убывания: 
13.1. 155)( 345  xxxxf ;   13.2. xexxf 3)(  ;    
13.3. xxxf lnarctg)(  ; 

13.4. 
23
2)( 2

2





xx
xxxf ;     13.5. 

x
x

xf





1
21

)( . 

14. Найдите точки максимума и минимума функций 
14.1. 102)( 24  xxxf ;     

14.2. 
2

ch)(
xx eexxf


  (используя 2 достаточный при-

знак экстремума);      
14.3. xxxf cosch)(   (используя 3 достаточный признак 
экстремума);      

14.4. 
 22

3)(




x

xf ;     

14.5. 5 4)( xxf  . 
15. Постройте схематически график функции, произ-

водная которой имеет график, изображенный на рисунке 
40. 
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Рис. 40 

16. По графикам функций, изображенным на рисун-
ках 41-44, постройте схематические графики их производ-
ных. 

 
Рис. 41 
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Рис. 42 

 
Рис. 43 

 
Рис. 44 

17. Найдите промежутки выпуклости вверх и выпук-
лости вниз, а также точки перегиба графиков функций: 

17.1. 12683 234  xxxy ;         17.2. 2
11)(
xx

xf  ;    

17.3. xxxf sin)(  ; 
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17.4.  
44
42

2

2





xx
xxxf ;              17.5.   2

1
x

x
xf


 . 

18. Найдите наибольшее и наименьшее значения 
функции f на указанных промежутках: 

18.1. 1)( 2  xxf ,  3;0 ;              18.2. 
x

xf 1)(  ,  4;0 ;  

18.3. xxxf 4cos2sin2)(  , 





3
;0  . 

19. Определите, при каком действительном значении 
р сумма квадратов корней уравнения 

    0322  pxpx  принимает наименьшее значение 
и найдите это наименьшее значение. 

20. Какова наибольшая площадь прямоугольника, 
имеющего периметр, равный Р см? 

21. Сечение тоннеля имеет форму прямоугольника, 
завершенного полукругом (рис. 45). Периметр сечения 18 
м. При каком радиусе полукруга площадь сечения будет 
наибольшей?  

 
Рис. 45 

22. Консервная банка цилиндрической формы (рис. 
46) должна иметь объем V. Каковы должны быть высота 
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цилиндра и диаметр его основания, чтобы на изготовление 
банки пошло наименьшее количество жести? 

 
Рис. 46 

2.4. Исследование функций и построение гра-
фиков 

Схема исследования. 
1. Область определения. 
2. Четность функции. 
3. Периодичность функции. 
4. Нули функции и промежутки знакопостоянства. 
5. Непрерывность. Точки разрыва. 
6. Промежутки монотонности. Экстремумы. 
7. Промежутки выпуклости. Точки перегиба. 
8. Асимптоты. 
9. Множество значений. 
10. Итоговая таблица и график. 
 
Пример 1. Постройте график функции 

 3 2 1)(  xxxf  
1. Областью определения данной функции является 

множество действительных чисел, то есть RfD )( . 
2. Данная функция является ни четной, ни нечетной, 



85 

 

так как    3 23 2 11)()(  xxxxxf , 
)()( xfxf  , )()( xfxf  .  

3. Функция является непериодической. 
4. Нули функции и промежутки знакопостоянства. 
  013 2  xx  при 0x и 1x . Отметим точки на число-

вой прямой (рис. 47). 
 
 
 
 
 
 

Рис. 47 
Функция отрицательна при    1;00; x  и поло-

жительна при   ;1x .  
5. Функция непрерывна, так как 

    )(11lim)(lim 0
3

0
2

0
3 2

00

xfxxxxxf
xxxx




.  

6. Промежутки монотонности, экстремумы. 
Найдем производную функции:  

   
 3 22

2
23

2
2

)1(3

2323)1(
3
1)(




 

xx

xxxxxxxf . 

 
0

)1(3

23
3 22

2






xx

xx  при 
3
2

x  и неопределенно при 0x  и 

1x . Отметим точки на числовой прямой (рис. 48). 
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Рис. 48 

Функция возрастает при   





  ;

3
20;x  и убы-

вает при 







3
2;0x . 0max x , 0)0( f  

3
2

min x , 

3
4

3
2 3







f .  

7. Промежутки выпуклости, точки перегиба.  
Найдем вторую производную с помощью логариф-

мического дифференцирования: 

 
 

   232

3 22

2

ln
3
23ln23ln

)1(3

23ln)(ln xxxx
xx

xxxf 



  

   







 23

2

2
23

3
2

23
26)(ln

xx
xx

xx
xxf

    
   




 232

2223

233
232263

xxxx
xxxxx

   
   




 232

234234

233
412922863

xxxx
xxxxxx

   



 232

234234

233
8241862418

xxxx
xxxxxx
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  .233
2

232

2

xxxx
x




  

     






 232

2

3 22

2

233
2

)1(3

23)(
xxxx

x

xx

xxxf

   







1)1(9

2
23 22

2

xxxx

x

   1)1(9

2
3 22 



xxx
. 

   
0

1)1(9

2
3 22






xxx
 – это уравнение не имеет 

решений и неопределенно при 0x  и 1x . Отметим точ-
ки на числовой прямой (рис. 49). 

 
 

Рис. 49 
Функция выпукла вверх при    1;00; x  и  вы-

пукла вниз при   ;1x , 1x  – точка перегиба. 
8. Асимптоты. Так как функция определена на мно-

жестве действительных чисел, то вертикальных асимптот 
нет.  

Наклонная асимптота bkxy  , где 
x
xfk

x

)(lim


 , 

 xkxfb
x




)(lim . 
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1

1

11
limlim

1
lim

3
3 233 2





















x
x

xx
x
xx

k
xxx

, 

  


xxxb
x

3 2 1lim

       

    








 







 


 23 2

2
3 2

23 2
2

3 23 2

11

111
lim

xxxxxx

xxxxxxxxx

x

    







 23 2
2

3 2

323

11
lim

xxxxxx

xxx
x

3
1

11111

1lim
3

2

3


















xx

x
.  

3
1

 xy  – наклонная асимптота. 

Найдем точки пересечения наклонной асимптоты 

3
1

 xy  с графиком функции  3 2 1)(  xxxf :  

 
3
113 2  xxx , 

3
13 23  xxx , 

3
23

3
1






  xxx , 

27
1

9
13

3
13 2323  xxxxx , 
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27
1

3
12323  xxxxx , 

0
27
1

3
1

x , 

9
1

x . 

При 





  ;

9
1x  график функции подходит к асим-

птоте снизу, т.к.  
3
113 2  xxx , 

3
23

3
1






  xxx , 

27
1

3
12323  xxxxx , 0

27
1

3
1

x , 
9
1

x , а при 







 

9
1;x  график функции подходит к асимптоте свер-

ху. 
9
2

9
1







f . 

9. Функция  3 2 1)(  xxxf  неограниченна, сле-
довательно, множество ее значений совпадает с множест-
вом действительных чисел, т.е. RfE )( . 
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10. Составим итоговую таблицу: 

x   0;  0 







3
2;0  

3
2  







 1;
3
2  1  ;1  

)(xf 
 

+ 0 – 0 +   + 

)(xf 
 

+   + + +   – 

)(xf
 

 
 
 

 
 
 
max 

 
 
 

 

min 

3
43



 

 
 
 

 

 
 

    0     
 

 
 
 

 

 
Построим график функции (рис. 50): 

 
Рис. 50 

0 – – + – 
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Пример 2. Постройте график функции 
xxxf cossin)(   

1. Областью определения данной функции является 
множество действительных чисел, то есть RfD )( . 

2. Данная функция является ни четной, ни нечетной, 
так как     xxxxxf cossincossin)(  , 

)()( xfxf  , )()( xfxf  .  
3. Функция является периодической с основным пе-

риодом 2T , так как 
      )(cossin2cos2sin2 xfxxxxxf    

ДАЛЬНЕЙШЕЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИИ 
ПРОВЕДЕМ НА ПРОМЕЖУТКЕ  2;0 . 

4. Нули функции и промежутки знакопостоянства. 
1100cos0sin)0( f . 

0)( xf : 0cossin  xx , 01tg x , 1tg x , 

Znnx  ,
4


 . При   2;0

4
31  xn , при 

  2;0
4

72  xn .  Таким образом, нули функции  1;0 , 







 0;

4
3 , 






 0;

4
7 . Отметим точки на числовой прямой (рис. 

51). 

 
Рис. 51 
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Функция положительна при 











 

 2;
4

7
4

3;0x  и 

отрицательна при 







4
7;

4
3 x . 

5. Функция непрерывна, так как является суммой 
двух непрерывных функций. 

6. Промежутки монотонности, экстремумы. 
Найдем производную функции: xxxf sincos)(  . 

0sincos  xx , 0tg1  x , 1tg x , Znnx  ,
4


 . 

При   2;0
4

0  xn , при   2;0
4

51  xn . Отме-

тим точки на числовой прямой (рис. 52). 

 
Рис. 52 

Функция возрастает при 











 

 2;
4

5
4

;0x  и убы-

вает  при 







4
5;

4
x .  

4max


x , 2
2
2

2
2

4
cos

4
sin

4







 f  

4
5

min


x , 
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2
2
2

2
2

4
5cos

4
5sin

4
5







 f  

7. Промежутки выпуклости, точки перегиба.  
Найдем вторую производную: xxxf cossin)(  . 

0sincos  xx , 0tg1  x , 1tg x , 

Znnx  ,
4


 . При   2;0

4
31  xn , при 

  2;0
4

72  xn . Отметим точки на числовой прямой 

(рис. 53). 

 
Рис. 53 

Функция выпукла вверх при 











 

 2;
4

7
4

3;0x  и 

выпукла вниз при 







4
7;

4
3 x . Точки перегиба: 






 0;

4
3  

и 





 0;

4
7 . 

8. Асимптоты. Т.к. функция определена на множестве 
действительных чисел, то вертикальных асимптот нет.  

У всех периодических функций нет ни наклонных, ни 
горизонтальных асимптот. 

9. Функция xxxf cossin)(   ограниченна, и мно-
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жеством ее значений является отрезок ]2;2[ , то есть 
]2;2[)( fE . 

10. Составим итоговую таблицу: 

x  0 







4
;0   

4
  








4
3;

4
  

4
3  

)(xf   + + 0 – – 
)(xf   – – – – 0 

)(xf  
1 
 
 

 
 

max 
2  

 
 

 

 
 
0 

 

x  







4
5;

4
3   

4
5  








4
7;

4
5   

4
7  






 
 2;
4

7  

)(xf   – 0 + + + 
)(xf   + + + 0 – 

)(xf  
 
 
 

min 
 
2  

 
 
 

 
 

0 

 
 
 

 
Построим график функции на  2;0  и продлим пе-

риодически с основным  периодом 2T  (рис 54): 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 54 

– – 

+ 

+ 

+ 
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Задания 
1.Постройте эскиз графика по известным результатам 

аналитического исследования: 
1) Область определения:     ;11; ; 
2) Вертикальные асимптоты: 1х ; 
3) Горизонтальные асимптоты: 1y   x , 2y  
 x ; 
4) Наклонные асимптоты: – ; 
5) Стационарные точки: 4;2;0;2 ; 
6) Точки, где y : –1; 
7) Интервалы монотонности: 
а) возрастания       ;42;11;2 , 
б) убывает      4;21;12;  ; 
8) Интервалы выпуклости и вогнутости: 
а) выпуклости:         ;53;11;05,2; , 
б) вогнутости:      5;30;11;5,2  ; 
9) Значение функции в некоторых точках:   75,05,2 y , 
  5,02 y ,   41 y ,   10 y ,   12 y ,   23 y , 
  5,34 y ,   5,25 y . 

 
2. По готовому исследованию построить итоговую 

таблицу и эскиз графика функции. 
1) Область определения:     ;00; ; 
2) Вертикальные асимптоты: 0х ; 
3) Горизонтальные асимптоты: 0y ; 
4) Наклонные асимптоты: –; 
5) Стационарные точки: 3;1;1;3  ; 
6) Точки, где y : 2;2 ; 
7) Интервалы монотонности: 
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а) возрастания         ;32;10;12;3 , 
б) убывает        3;21;01;23;  ; 
8) Интервалы выпуклости и вогнутости: 
а) выпуклости:     ;44; , 
б) вогнутости:      4;22;22;4  ; 
9) Значение функции в некоторых точках:   5,04 y , 
  13 y ,   32 y ,   01 y ,   01 y ,   32 y , 
  13 y ,   5,04 y . 

 
3. Проведите полное исследование функции 

xe
x

xy 3
52 4 

  и постройте ее график.  
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Глава 3. Интегральное исчисление 
3.1. Неопределенный интеграл 

Определение 3.1. Первообразной функцией от дан-
ной функции f в области D называется такая функция F, 
производная которой равна f, т.е.    xfxF  . 

Например, для функции   23хxf   первообразными 
будут функции   3хxF   и   23  хxF . 

Если F первообразная для функции f, то всякая функ-
ция   CxFy  , где C = const, также является первооб-
разной. 

Определение 3.2. Совокупность всех первообразных 
на области D функций для функции f называется неопре-
деленным интегралом от этой функции на области D и 
обозначается     CxFdxxf  . 

Свойства неопределенного интеграла 
1. Дифференциал от неопределенного интеграла ра-

вен подынтегральному выражению.    dxxfdxxfd  . 
2. Неопределенный интеграл от дифференциала 

функции равен этой функции.     CxFxdF  .  
3. Постоянный множитель можно выносить за знак 

неопределенного интеграла.      dxxfkdxxkf . 
4. Интеграл от суммы нескольких функций равен 

сумме интегралов от слагаемых. 
          dxxgdxxfdxxgxf . 

Таблица интегралов 

1. )1(
1

1







 



 Cxdxx .   2.   Cdx0   
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3.   Cxdx                          4. Cx
x

dx
 ln   

5. Cxdxx  cossin        6. Cxdxx  sincos   

7. Cx
x

dx
 tg

cos2                8. Cx
x

dx
 ctg

sin 2   

9. Cedxe xx                   10. C
a

adxa
x

x  ln
    

11. Cx
x

dx


 arctg
1 2         12. Cx

x
dx


 arcsin

1 2
    

13. C
a
x

axa
dx


 arctg1

22  14. C
a
x

xа
dx


 arcsin

22
  

15. C
xa
xa

axa
dx








ln
2
1

22  16. Caxx
ax

dx


 22
22

ln   

Методы интегрирования 
1. Метод подстановки (замена переменной).  

        CxFdxхxf    
Пример. 

 

















 dtt

dxdt

dtdxxt
xdx

5
1sin

5

,
5

,5
5sin

CxCttdt   5cos
5
1cos

5
1sin

5
1 . 

    CbkxF
k

dxbkxf 
1  

2. Интегрирование по частям. 

  vuvuvu   
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  dvuvduvud   
  duvvuddvu   
    duvvuddvu  – формула интегрирования по 

частям. 
Интегралы вида dxaxxPn ln)( , dxaxxPn arcsin)( , 

dxaxxPn arccos)( , dxxxPn arctg)( , dxxxPn arcctg)(  (Pn(x) 
– многочлен степени n относительно х). Необходимо по-
ложить dxxPdV n )( . 

В интегралах вида  axdxxPn sin)( , axdxxPn cos)( , 

dxexP ax
n )( , dxaxP bx

n )(  (Pn(x) – многочлен степени n, a ,b 
– постоянное число). Необходимо положить u = Pn(x) и 
применить формулу интегрирования по частям n раз. 

Интегралы вида bxdxeax cos , bxdxeax sin , 

 axdxlnsin ,  axdxlncos  (a, b – постоянные числа) вы-
числяются двукратным интегрированием по частям: 

  dxxfkxФdxxf )()()( ; 

  )()()1( xФdxxfk , 

 


 C
k
xФdxxf

1
)()( . 

Интегрирование тригонометрических функций 
1. Интегралы вида:  ,cossin nxdxmx   ,coscos nxdxmx  

 nxdxmxsinsin  вычисляются с помощью формул, позво-
ляющих перейти от произведения к сумме тригонометри-
ческих функций: 
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),)sin()(sin(
2
1cossin xnmxnmnxmx    

),)cos()(cos(
2
1coscos xnmxnmnxmx    

).)cos()cos((
2
1sinsin xnmxnmnxms   

 
2. Интегралы вида:   xdxk 12sin  и   xdxk 12cos , где k-

натуральное число: 
   )(sinsinsin 212 xdxxxdx kk

  )(sin)cos1()(sin)(sin 22 xdxxxdxx kk  

    dttdxxdtxt k)1(sin,cos 2 ; 

   )(coscoscos 212 xdxxxdx kk

    )(cossin1)(cos)(cos 22 xdxxxdxx kk  

    dttdxxdtxt k)1(cos,sin 2 . 
 
3. Интегралы вида:   xdxx kn 12cossin  и 

  xdxx kn 12cossin : 

     )(cossin1sincossin 212 xdxxxxdxx knkn  

    dtttdxxdtxt kn )1(cos,sin 2 ;  

   )(sin)cos1(coscossin 212 xdxxxxdxx knkn  

    dtttdxxdtxt kn )1(sin,cos 2 .  
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4. Интегралы вида:  xdxk2sin  и  xdxk2cos : 

dxxdxxxdx
k

kk  





 


2

2cos1)(sinsin 22 ; 

dxxdxxxdx
k

kk  





 


2

2cos1)(coscos 22 . 

 
5. Интегралы вида:   xdxx kn 22 sincos : 

  





 







 

 dxxxxdxx
kn

kn

2
2cos1

2
2cos1sincos 22 . 

 

6. Интегралы вида:  x
dx

n2sin
 и  x

dx
n2cos

: 

   









 x
dx

xx
dx

xx
dx n

nn 2

1

22222 sinsin
1

sinsin
1

sin

  



  



x
dxdtxt

x
dxx n

22

12

sin
,ctg

sin
ctg1  

 


 dtt n 121 ;  

   









 x
dx

xx
dx

xx
dx n

nn 2

1

22222 coscos
1

coscos
1

cos

  


x
dxxtg n

2

12

cos
1  






  dtt

x
dxdtxt n 12

2 1
cos

,tg . 

7. Интегралы вида: dxxk 2tg  и dxxk 2ctg : 

   





  dx

x
dxxdxx

k
kk 1

cos
1tgtg 2

22 ; 
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  dx

x
dxxdxx

k
kk 1

sin
1ctgctg 2

22 . 

8. Интегралы вида:   x
dx

n 12sin
 и   x

dx
n 12cos

:  

    )(sin
sin

1
sin

sin
sin 122212 xdx

x
dx

x
x

x
dx

kkn

   


   xdxdtxtxdx
x k sin,cos)(sin

cos1
1

12
 

  dt
t k 1
1 ; 

     )(cos
cos

1
cos

cos
cos 122212 xdx

x
dx

x
x

x
dx

kkn

   
  xdxdtxtdx

x k cos,cossin)(cos
sin1

1
12

 

  dt
t k 1
1 . 

9. Интегралы вида: dxxk 12tg  и dxxk 12ctg : 

  


 )(sin

cos
sin

cos
sintg 12

2

12

12
12 xdx

x
xdx

x
xdxx k

k

k

k
k

   


  xdxdtxtxdx
x
x

k

k

sin,cos)(sin
cos

cos1
12

2

 

 
 


 dt

t
t

k

k

12

21 ; 

  


 )(cos

sin
cos

sin
cosctg 12

2

12

12
12 xdx

x
xdx

x
xdxx k

k

k

k
k
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   xdxdtxtxdx
x
x

k

k

cos,sin)(cos
sin

sin1
12

2

 

 
 


 dt

t
t

k

k

12

21 . 

10. )cos,(sin)cos,sin( xxPxxP  , необходимо пе-
рейти к переменной xtg  и, сделав замену tgxt  , 

tx arctg , 21 t
dtdx


 , проинтегрировать рациональную 

функцию.  
11. Универсальная тригонометрическая подстановка: 

2
xtgt  ; 21

2sin
t
tx


 ; 2

2

1
1cos

t
tx




 ; 21
2tg

t
tx


 ; 

t
tx

2
1ctg

2
 ; 21

2
t

dtdx


 . 

 
Интегрирование рациональных функций 

1) Если рациональная дробь неправильная, то пред-
ставить её в виде суммы многочлена и правильной дроби. 

 







 

 dx
xQ
xrxLdx

xQ
xP

k

k
kn

k

n

)(
)()(

)(
)( 1 ; при kn  ; 

2) Разложить знаменатель правильной дроби на мно-
жители: 

4321 )()()()()( 222 pppp
k dcxxqpxxbxaxxQ  , где 

kpppp  4321 22 . 
3) Правильную рациональную дробь представить в 

виде суммы простейших дробей: 
ax

A


; nax
A

)( 
; 
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qpxx
NMx



2 ; nqpxx

NMx
)( 2 

 : 











1

1

)(
...

)()(
)(

2
211

p
p

k

k

ax
A

ax
A

ax
A

xQ
xQ   











2

2

)(
...

)( 2
21

p
p

bx
B

bx
B

bx
B   
















3

33

)(
...

)( 222
11

2
11

p
pp

qpxx
NM

qpxx
NxM

qpxx
NxM   

4

44

)(
...

)( 222
22

2
11

p
pp

dcxx
DxC

dcxx
DxC

dcxx
DxC













  . 

Вычислить коэффициенты  
,...,,,,...,,,,...,,,

321 2121,21 ppp MMMBBBAAA   

443
...,,,,...,,,,,...,, 212121 ppp DDDCCCNNN  – мето-

дом частных значений или методом неопределённых ко-
эффициентов. 

Метод неопределённых коэффициентов. Приведя 
сумму простейших дробей к общему знаменателю, мы по-
лучим равенство двух многочленов, оставшихся в числи-
телях. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степе-
нях х, стоящих в левой и правой частях равенства, мы по-
лучим систему линейных уравнений относительно неиз-
вестных коэффициентов. Решив систему, находим неопре-
делённые коэффициенты. 

Метод частичных значений. При нахождении неоп-
ределенных коэффициентов можно дать переменной х не-
сколько частных значений (по числу неопределенных ко-
эффициентов) и получить, таким образом, систему уравне-
ний относительно неопределенных коэффициентов. Осо-
бенно удачно применять этот метод в случае, когда корни 
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знаменателя просты и действительны. Тогда оказывается 
удобным переменную х последовательно приравнивать к 
каждому из корней знаменателя. 

Проинтегрировать сумму многочлена и простейших 
дробей: 

I.  


CaxAdx
ax

A ln ; 

II. 

   





 
 C

axn
AaxdaxAdx

ax
A

n
n

n 1))(1(
)()( ; 

III. 



























2

)2(
2

)2()( 2

2 MpNpxMNMx

pxqpxx
dx

qpxx
NMx  









 





  

qppx

dxMpN
qpxx

dxpxM

42

)
2

()2(
2 222  

C
pq
px

pq

MpNqpxxM









22

2

4
2arctg

4

1)
2

()ln(
2

; 

Интегрирование иррациональных функций 
1.     ],,[; 1dtmtdxtxxtdxxxP mmmm  

   dtmtttP mm 1; . 

2.     ,,,[;; 21
21 Mmm xtmmHOKMdxxxxP   

  ], 1dtMtdxtx MM dttMttttP Mm
M

m
M

M 121 ;; 









 . 
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3.  









 dx
dcx
baxxP m;  

 
  

























dt
cta

mtbcaddx
cta

bdtx
dcx
baxt

m

m

m

m
m

2

1

,,  

 
  dt

cta
mtbcadt

cta
bdtP

m

m

m

m






























 2

1

; . 

4. Тригонометрические и гиперболические подста-
новки: 

   dxcbxaxxP 2;  можно, выделив полный квад-
рат подкоренного выражения, свести к интегралам вида 

 dxxaxP  22, ,  dxxaxP  22, ,  dxaxxP  22, , 
вычисляемым с помощью тригонометрических или гипер-
болических подстановок: 

 dxxaxP  22,  подстановка tax sin  или 
tax th ; 

 dxxaxP  22,  подстановка tax tg  или 

tax sh ; 

 dxaxxP  22,  подстановка 
t

ax
cos

  или 

tax ch . 
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5. Вычисление следующих интегралов рассмотрим на 

примерах 
 





1721 21
xxx

dxI , 
 

dx
x

xxI 



 2

2

2 1
32  и 

  dx
x

xxI  



3

562

3 : 

При вычислении вначале нужно выделить полный 
квадрат подкоренного выражения 

       








2221
41116121 xx

dx

xxx

dxI . Вынести 

из-под корня выражение  1x : 

 














2

2
1

1
411

x
x

dxI . 

Сделать замену дроби 
1

4



x

t , 
 21

4



x

dxdt , тогда 





21

14
1

t

dtI . Вычислим табличный интеграл и получим 

CttI  2
1 1ln

4
1 . Сделаем замену и получим ответ 

C
xx

I 













2

1 1
41

1
4ln

4
1 . 

 
dx

x
xxI 




 2

2

2 1
32  выделим полный квадрат подко-

ренного выражения  
 

dx
x

xI 



 2

2

2 1
41 , домножим числи-

тель и знаменатель дроби на корень 
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dx
xx

xI 





411

41
22

2

2 , поделим числитель на знамена-

тель почленно и получим сумму двух интегралов 

     








411
4

41 2222
xx

dx

x

dxI . Первый интеграл 

табличный, а у второго вынесем из-под корня выражение 

 1x :  
 














2

3

2
2

1
211

4411ln

x
x

dxxxI . Сде-

лаем замену 
2

1
21 











x
t , 

 31
8



x

dxdt , тогда 

  
t

dtxxI
2
1411ln 2

2 . Проинтегрируем и полу-

чим   СtxxI  411ln 2
2 . Сделаем замену и по-

лучим ответ   С
x

xxI 










2
2

2 1
21411ln . 

  dx
x

xxI  



3

562

3  выделим полный квадрат подко-

ренного выражения  
  dx
x

xI  



3

34 2

3 , домножим числи-

тель и знаменатель дроби на корень 
 

   
dx

xx

xI 





2

2

3
343

34 , поделим числитель на знамена-

тель почленно и получим сумму двух интегралов 
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223
34

3

343
4

x

dxx

xx

dxI . С первым интегра-

лом проделаем то же, что и с I1, а во втором – заменим 
подкоренное выражение на  234  xt ,  dxxdt 32  , 

тогда 

 
 













t

dt

x
x

dxI
2
1

1
3

23

4
2

2
3 . В первом инте-

грале сделаем замену дроби 
3

2



x

y , 
 23

2



x

dxdy , тогда 

Ct
y

dyI 


 
1

2
23 , CtyyI  1ln2 2

3 . Сде-

лаем замены и получим ответ 

  Cx
xx

I 











 2

2

3 341
3

2
3

2ln2 . 

Задания 
1. Какие из функций 

2
2sin21

1
xxF 

 , 

xxF 2sin2  , 12sin3  xxF , 







 






  xxxF

4
cos

4
sin4

  являются первообразной 

для функции xf 2cos1 . 
2. Вычислите интегралы: 

2.1.    dxxx 123 2 ;                    2.2.  







 dx

xxx 2

11 ; 
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2.3. dx
x

x 













299

5cos4 ;       2.4. dxx

xx




10
52 ; 

2.5. dx
x

xx 











2

2

1
210 . 

3. Вычислите интегралы методом замены перемен-
ной: 

3.1.   32
2
x
dx ;                3.2.   5

2
2x
xdx ;          3.3.    dxx 1032 ; 

3.4.   x
xdx

sin1
cos ;             3.5. 

 2x

x

e

dxe ;       3.6.   41 x
xdx ; 

3.7.   dxe xx ln2 2

;         3.8.  
 x

dxx
2cos

tgch ;     3.9.   xxx
dx

lnlnln
; 

3.10. 
12xx

dx .  

4. Вычислите интегралы методом интегрирования по 
частям 
4.1.  xdxx ln2 ;            4.2.  xdxln ;         4.3.   dxxx arctg ; 

4.4.  xdxx sin2 ;          4.5.   dxex x2 ;        4.6.  x
xdx

2cos
; 

4.7.  xdxe x sin ;            4.8.  xdxlnsin . 
5. Вычислите интегралы от тригонометрических 

функций 
5.1.   dxxx 3sin5sin ;    5.2.   dxxxx 5sin2coscos ; 

5.3.  dxx5sin ;                         5.4.   dxxx 45 cossin ; 

5.5.  dxx4cos ;                          5.6.   dxxx 42 cossin ; 
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5.7.  x
dx

4sin
;       5.8.  dxx3tg ;           5.9.  dxx4ctg . 

6. Вычислите интегралы от рациональных функций 

6.1.   3x
dx ;                    6.2. dx

x
xxx

 


2
152110 23

; 

6.3. dx
x

x
 


9
97

2 ;            6.4. dx
xx

xxxxx
 


2

55
2

2345

; 

6.5. 
   53x

dx ;             6.6. 
  

 dx
x

xx
3

2

3
32193 ; 

6.7.  
 dx
xx

x
106

3
2 ;            6.8.   1022 xx

dx ; 

6.9.  
 dx
xx

x
136

52
2 ;           6.10.  

 dx
xx

x
3410

74
2 ; 

6.11.   dx
xx
xx

 


12
124

2

2

;       6.12.   
22 4x

dx ;      

6.13.   dx
xx

x
 


22

3

106
1 ;      6.14.  

 dx
xx
xx

cossin
cossin ;      

6.15.   x
dx

sin45
;        6.16.    xxx

dx
sin2cos2sin

. 

7. Вычислите интегралы от иррациональных функций 

7.1.   x
dx

1
;                         7.2.  

 dx
x
x

42
32 ; 

7.3.   dx
xx

xxx
 


3

63 2

1
;           7.4.    43

6

xxx
dxx ; 

7.5.  
 dx

x
x
2

3 ;                       7.6. 
   

3 42 11 xx

dx ;       
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7.7. 
   

4 53 51 xx

dx ;          7.8. 
 222 xx

dx ; 

7.9.   342 xx
dx ;                 7.10.   862 xx

dx ; 

7.11. 
   1342 2 xxx

dx ;      7.12. 
   563 2 xxx

dx ; 

7.13. 
  dx
x

xx
 


2

2

3
76 ;             7.14.   dx

x
xx

 


2
742

; 

7.15. 
 21 x

dx ;       7.16. 
12x

dx ;      7.17. 
 221 xx

dxx . 

3.2. Определенный интеграл 
Понятие определенного интеграла 

Определение 3.3. Пусть на отрезке  ba;  задана 
функция  xfy  . Разобьем отрезок  ba;  на n произволь-
ных частей точками: 

bxxxxxxxxa nnkk   113210  . 
В каждом из полученных частичных отрезков 

 kk xx ;1 , где k = 1, 2, …, n-1  выберем произвольную точ-
ку k  ( kkk xx  1 ). Вычислим значения функции f: 
 kf   и умножим его на разность kkk xxx  1 , после 

этого составим сумму  



n

k
kk xf

1
 , которая называет-

ся интегральной суммой для функции f на отрезке  ba; . 
Длину наибольшего частичного отрезка обозначим 

 kx max . 
Если существует конечный предел интегральной 
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суммы  



n

k
kk xf

1
  при 0 , не зависящий ни от 

способа разбиения отрезка  ba;  на части, ни от выбора то-
чек k , то этот предел называется определенным инте-
гралом функции f на отрезке  ba;  и обозначается 

 
b

a

dxxfI . 

Таким образом,     





b

a

n

k
kk xfdxxf

10
lim 


. 

Функция f в этом случае называется интегрируемой 
на отрезке  ba; .Числа а и b называются соответственно 
нижним и верхним пределами интеграла, f – подынте-
гральной функцией, х – переменной интегрирования. 

Условие существования определенного интеграла 
Теорема 3.1 (необходимое условие интегрируемости 

функции). Если функция f интегрируема на отрезке  ba; , 
то она ограничена на нем.  

Теорема 3.1* (равносильная теореме 3.1). Если 
функция f – неограниченная на отрезке  ba; , то функция f 
не интегрируема на нем.  

Суммы Дарбу 
Разобьем отрезок  ba;  на n произвольных частей. 

Функция f непрерывна на  ba;  и будет непрерывна в каж-
дом частичном отрезке  kk xx ;1 . По первой теореме Вей-
ерштрасса функция f будет ограниченна на отрезке, а по 
второй теореме Вейерштрасса на каждом отрезке будет 
достигать своего наибольшего kM  и наименьшего km  
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значений. Составим следующие суммы: 



n

k
kk xms

1
 и 





n

k
kk xMS

1
. Эти суммы называются соответственно 

нижней и верхней суммами Дарбу.  
Геометрическая интерпретация определенного 

интеграла 
Криволинейная трапеция, ограниченная осью Ох, 

прямыми ax  , bx   и дугой  xfy  , где f – непрерыв-
ная, неотрицательная функция на отрезке  ba; , имеет оп-
ределенную площадь, которая выражается формулой 

 
b

a

dxxfS . 

Расширение понятия определенного интеграла 
Вводя понятие определенного интеграла функции f 

на  ba; , мы предполагали, что ba  . Рассмотрим понятие 
интеграла, когда ba  . 

Примем по определению: 

а) если ba  , то     
a

b

b

a

dxxfdxxf ; 

б)   0
а

a

dxxf . 

Основные свойства определенного интеграла 
1. Пусть f интегрируема в наибольшем из отрезков 

 ba; ,  ca;  и  bc; . Тогда она интегрируема в двух других и 
имеем место равенство  

      
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf , 
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каково бы ни было расположение точек a,b и с. 
2. Если функция f интегрируема на  ba; , то и 

fk  также интегрируема на  ba; , причем 

    
b

a

b

a

dxxfkdxxfk . 

3. Если функции f и g – обе интегрируемы на  ba; , 
то и gf  также интегрируема на  ba; , причем 

         
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf . 

4. Если функция f, интегрируемая на  ba; , неотри-

цательна и ba  , то   0
b

a

dxxf . 

5. Если обе функции f и g интегрируемы на  ba;  и 

всегда    хgхf  , то и     
b

a

b

a

dxxgdxxf  при ba  . 

6. Если функция f, интегрируемая на  ba;  и ba  , 
тогда и функция f интегрируема на этом отрезке, и имеет 

место неравенство     
b

a

b

a

dxxfdxxf . 

7. Если функция f, интегрируемая на  ba; , где ba  , 
и если на всем этом отрезке выполняется неравенство 

Mfm  ,то      abMdxxfabm
b

a

  . 

8(Теорема о среднем). Если f непрерывна на  ba; , то 
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существует хотя бы одна точка  baс ; такая, что 

    abcfdxxf
b

a

 . 

Геометрический смысл теоремы о среднем. Площадь 
криволинейной трапеции, ограниченной сверху непрерыв-
ной кривой, равна площади прямоугольника с тем же ос-
нованием и высотой – одной из ординат кривой. 

Для криволинейной трапеции существует равновели-
кий ей прямоугольник. 

Формула Ньютона-Лейбница 

       аFbFxFdttf b

a

b

a

  – формула Ньютона-

Лейбница.  
Формула Ньютона-Лейбница устанавливает связь 

между определенным и неопределенным интегралами. А 
также дает правило для вычисления определенного инте-
грала: Значение определенного интеграла от непрерывной 
функции равно разности первообразной от нее при верх-
нем и нижнем пределах интегрирования. 

Пример. 

4
0

4
0arctg1arctgarctg

1
1

0

1

0
2




 x
x

dx . 

Интегрирование четных и нечетных функций 
Если функция f непрерывна на отрезке  аа;  и явля-

ется четной, то     .2
0
 



aa

a
dxxfdxxf  

Если функция f непрерывна на отрезке  аа;  и явля-

ется нечетной, то   .0


a

a
dxxf  
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Замена переменной и интегрирование по частям в 
определенном интеграле 

Пусть требуется вычислить  
b

a

dххf  от непрерывной 

на  ba;  функции y = f(x). Для вычисления неопределенно-
го интеграла иногда требуется произвести замену пере-
менного  tx  . 

Теорема 3.2 (о замене переменного под знаком опре-
деленного интеграла). Пусть выполняются следующие ус-
ловия: 

1) Уравнения   аt   и   bt   имеют решение 
(обозначим их соответственно через 1t  и 2t , так что 
  аt 1 ,   bt 2 ). 

2) Функция  t  на отрезке, образованном точками 1t  
и 2t , имеет непрерывную производную  t  . 

3) При изменении t на отрезке, образованном точками 
1t  и 2t , значения функции  tx   не выходит из отрезка 
 ba; . 

Тогда имеет место равенство: 

       
2

1

t

t

b

a

dtttfdххf  . 

Пример. 
 

 
 .222

11,
2

24,
22

1

2

1

4

1

eeedte
t

x
dxdt

txt

x
dxe tt

x





















   

Для замены в основном берут непрерывные моно-
тонные функции. 

Теорема 3.3 (об интегрировании по частям в опреде-
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ленном интеграле). Если функции u(x) и v(x) имеют на 
 ba;  непрерывные производные, то выполняется формула 

интегрирования по частям  
b

a

b

a

b

a

vduuvudv . 

Пример. 












 
2

0

2
0

2

0

coscos
cossin

sin






xdxxx
xvxdxdv

dxduxu
xdxx  

10sin
2

sinsin0cos0
2

cos
2

2
0

0





 

x


                  

Задания 
1. Вычислите определенный интеграл: 

1.1. 


0

4

2cos x
dx ;                         1.2. 

2

0

2 dxx ; 

1.3. 
4

2 x
dx ;                                 1.4. 



1

0
2 22xx

dx ; 

1.5.  

4

0
2

2

1



x
dxx ;                            1.6 dx

x
x
 

4

3

2

2
3 ; 

1.7.  dx
xx

x



 
1

2
2 1

1 ;                    1.8.  

2

1
2 xx
dx ; 

1.9. 


0
2

2
sin



dxx ;                        1.10.  

1

0
2 544 xx

dx ; 
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1.11. 
2

0

2

xdxe x ;                           1.12. 
2

0

2cossin



xdxx ; 

1.13. 
e

x
dxx

1

)sin(ln ;                    1.14.   

e

xx
dx

1
2ln1

; 

1.15. 


3

1
2ln1

e

xx
dx ;                   1.16.  

4

0 1 x
dx ; 

1.17.  

1

0
xx ee

dx ;                         1.18. 
1

0

arcsin xdx ; 

1.19.  
1

0

arctg dxxx ;                    1.20. 
e

dxx
1

2ln ; 

1.21.  
1

0

dxex x ;                        1.22. 
3

4

2sin



 x
dx ; 

1.23. 
e

xdx
1

lnsin ;                       1.24. 
2

0

2 cos



xdxe x ; 

1.25. 






dxx3 sin ;                       1.26. 






xdxe x sin
2

; 

1.27.  



2

2

22 sincos





dxxxx ;  

1.28. 








 

3

3

33 tg
3

cos5sin





dxxxxx ; 
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1.29. 


3

3

2

357

cos
122





dx
x

xxxx ;  

1.30. 
e

e

dxx
1

ln . 

3.3. Геометрические приложения определенно-
го интеграла 

Вычисление площадей плоских фигур 
Площадь криволинейной трапеции, фигуры, ограни-

ченной прямыми 0y , ax  , bx   и кривой  xfy  , 
где f  – неотрицательная, непрерывная на  ba;  функция 

(рис. 55), вычисляется по формуле    
b

a

b

a

ydxdxxfS . 

 
Рис. 55 

Фигуру, ограниченную прямыми 0х , cy  , dy   
и кривой  yx  , где   – неотрицательная, непрерывная 
на  dc;  функция (рис. 56), также называется криволиней-
ной трапецией (относительно оси Оу). Площадь такой фи-

гуры вычисляется по формуле    
d

c

d

c

xdydyyS  . 
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Рис. 56 

Пользуясь рассмотренными формулами, мы можем 
применить определенный интеграл к вычислению площа-
дей некоторых криволинейных фигур, не являющихся кри-
волинейными трапециями. Рассмотрим криволинейную 
фигуру aABb, ограниченную прямыми 0y , ax  , bx   
и кривой  xfy  , где f  – неположительная, непрерывная 
на  ba;  функция (рис. 57). Эта криволинейная фигура 
симметрична криволинейной трапеции bBAa  , ограничен-
ной прямыми 0y , ax  , bx   и кривой  xfy  , зна-
чит, их площади совпадают, следовательно, 

    
b

a

b

a

dxxfdxxfS . 
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Рис. 57 

Если непрерывная на  ba;  функция f меняет на нем 
(конечное число раз) знак, обращаясь в нуль, например, 
при px  , qx   и rx  , где brqpa  , так что не-
которые части графика данной функции находятся с одной 
стороны от оси Ох, а иные – с другой ее стороны (рис. 58), 
то для того, чтобы вычислить площадь фигуры, ограни-
ченной прямыми 0y , ax  , bx   и кривой  xfy  , 
нужно отрезок  ba;  разбить на части точками, в которых f 
обращается в нуль, отдельно вычислить интеграл от f на 
каждой полученной части и взять сумму абсолютных ве-
личин всех полученных интегралов, то есть 

 
b

r

r

q

q

p

p

a

ydxydxydxydxS . 

 
Рис. 58 
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Рассмотрим плоскую фигуру, содержащуюся между 
двумя прямыми ax  , bx   и двумя непрерывными на 
 ba;  кривыми  xfy 1 ,  xfy 2 , где    xfxf 21   на 
всем отрезке  ba; . Обе функции 1f  и 2f  неотрицательны 
на отрезке  ba; , тогда искомая площадь криволинейной 
фигуры 11ABBA  (рис. 59) будет представлять собой раз-
ность площадей криволинейных трапеций aABb и bBaA 11 , 
поэтому вычислять площадь рассматриваемой криволи-
нейной фигуры будем по следующей формуле 

  
b

a

dxxfxfS )()( 12 . 

 
Рис. 59 

Случай, когда функции 1f  и 2f  на отрезке  ba;  ме-
няют (конечное число раз) знак (рис. 60), вычисляются, так 
же, как и в предыдущем случае. Так как функции 1f  и 2f  
непрерывны на отрезке  ba; , то они ограниченны на нем. 
Поэтому существует такое число М, что   Мxf 1  и 

  Мxf 2  для всех значений х из отрезка  ba; . Тогда 

функции     Mxfxf  11  и     Mxfxf  22  будут неот-
рицательными на отрезке  ba;  функциями. Фигура 
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1221 BBAA , заключенной между кривыми  xfy 1 , 

 xfy 2  и прямыми ax  , bx  , получена параллельным 
переносом фигуры 1221 BBAA , поэтому их площади совпа-

дают и вычисляются по формуле   
b

a

dxxfxfS )()( 12 . 

 
Рис. 60 

Аналогично, если фигура 2211 CDDС  ограничена дву-
мя прямыми cy  , dy   и двумя кривыми  yx 1 , 

 yx 2 , где функции 1  и 2  на отрезке  dc;  непрерыв-
ны и удовлетворяют условиям    xx 21    (рис. 61), тогда 

  
d

c
dyyyS )()( 12  . 
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Рис. 61 

Объем тел вращения 
Пусть вокруг оси Ох вращается криволинейная тра-

пеция, ограниченная осью Ох, прямыми ax  , bx   и ду-
гой АВ кривой  xfy  , где f  – неотрицательная, непре-
рывная на  ba;  функция. Тогда эта функция опишет тело, 
являющееся телом вращения (рис. 62), объем которого вы-

числяется по формуле  
b

a

b

a

dxydxxfV 22 )(  . 

 
Рис. 62 

Если тело образуется вращением криволинейной 
трапеции сCDd  (рис. 63), ограниченной осью Oy, прямы-
ми cy  , dy   и дугой CD кривой  yx  , где   – неот-
рицательная, непрерывная на  dc;  функция, тогда объем 
этого тела вычисляется по формуле 
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d

c

d

c

dyxdyyV 22 )(  . 

 
Рис. 63 

Если вокруг оси Ох вращается фигура 1221 BBAA , ог-
раниченная двумя прямыми ax  , bx   и двумя непре-
рывными на  ba;  кривыми  xfy 11  ,  xfy 22  , где 

   xfxf 210   на всем отрезке  ba; , то объем получив-
шегося при этом кольцеобразного тела вращения (рис. 64) 

вычисляется по формуле   
b

a

dxyyV 2
1

2
2 . 

 
Рис. 64 

Аналогично, если тело образовано вращением вокруг 
оси Oy фигуры 2211 CDDC  (рис. 65), ограниченной двумя 
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прямыми cy  , dy   и двумя кривыми  yx 11  , 
 yx 22  , где функции 1  и 2  на отрезке  dc;  непре-

рывны и удовлетворяют условиям    xx 210   , тогда 

  
b

a

dyxxV 2
1

2
2  

 
Рис. 65 

Длина дуги 
Длина дуги плоской кривой, определяемой в прямо-

угольных координатах уравнением )(xfy  , находится по 

формуле   
b

a

dxxfl 2)(1 , где а и b – соответственно, 

абсциссы начала и конца дуги. 
Площадь поверхности 

Площадь поверхности тела вращения определяется 

по формуле      
b

a
пов dxxfxfS 212  (вокруг оси Ох) 
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и    
d

c
пов dyyxyxS 21)(2  (вокруг оси Оу). 

Задания  
1. Постойте фигуру, ограниченную линиями, и най-

дите ее площадь: 
1.1. 24 xxy  , 0y ;                            
1.2. xy 2 , 0y , 0x , 1x ; 

1.3. xy sin , xy cos , 0x , 
4


x ;     

1.4. 76 2  xxy , 3 xy ; 
1.5. 422  xxy , 2xy  ;                  

1.6. 
x

y 2
 , 1 xy , 0y , 3x ; 

1.7. 12 3  xy , 123   xy , 5,1y ;    
1.8.  12  уyx , 0x ; 

1.9. 24 yx  , 4
3

2


yx ;                 

1.10. 22yx  , 231 yx  . 
2. Вычислить объем тела, полученного вращением 

фигуры, ограниченной линиями 4xy , 0y  1x , 4x , 
вокруг оси Ох. 

3. Вычислите объем тела, образованного вращением 
вокруг оси Ох плоской фигуры, ограниченной параболами 

23 xy   и 12  xy . 
4. Вычислите объем тела, образованного вращением 

вокруг оси Оу криволинейной трапеции, ограниченной ос-

тью Оу, кривой 2

2
1 xy   и прямой 22y . 
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5. Вычислите объем тела, образованного вращением 
вокруг оси Оу криволинейной трапеции, ограниченной ос-
тью Ох, и дугой параболы  xxy  4 . 

6. Определите длину дуги кривой 32 xy  , отсечен-

ной прямой 
3
4

x . 

7. Вычислите длину дуги кривой xy sinln  от точки 

6


x  до точки 
3


x . 

8. Вычислите длину дуги кривой xy ln  от точки 

3
3

x  до точки 1x . 

9. Найти площадь поверхности, образованной при 
вращении вокруг оси Ох 3xy  , при  1;0x . 

10. Найти площадь поверхности, образованной вра-
щением вокруг оси Оу дуги кривой 21 xy  , располо-
женной над осью абсцисс. 
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Приложение 1 

Свойства и графики основных элементарных функций 
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Приложение 3 
Таблица производных 
1.   0С  

2.   1
   xx  

3.   aaa xx ln


 

4.   xx ee 


 

5.  
ax

xa ln
1log


  

6.  
x

x 1ln   

7.   xx cossin   
8.   xx sincos   

9.  
x

x 2cos
1tg   

10.  
x

x 2sin
1ctg 

  

11.  
21

1arcsin
x

x


  

12.  
21

1arccos
x

x



  

13.   21
1arctg
x

x


  

14.   21
1arcctg
x

x



  

15.   xxx sectgsec                                
x

x
cos

1sec   

16.   xxx cosecctgcosec                  
x

x
sin

1cosec   

17.   xx chsh     гиперболический синус 
2

sh
xx eex


  

18.   xx shch     гиперболический косинус 
2

ch
xx eex


  

19.  
x

x 2ch
1th        гиперболический тангенс 

x
xx

ch
shth   

20.  
x

x 2sh
1cth   гиперболический котангенс 

x
xx

sh
chcth   
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vuvu
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