Курс «Квантовая механика» является составной частью общего курса «Основы теоретической физики», важный для профессиональной подготовки учителя. В соответствие с требованиями стандарта в педагогическом вузе уменьшено количество аудиторных часов, в частности, на лекции отведено 20 часов (10 лекций). В условиях временных ограничений в помощь студенту предлагается учебный материал, который содержит три компонеты:

- Теоретический материал,

- Решение типовых задач важных для понимания физических основ квантовой механике и получение навыков теоретических расчетов,

- Задачи для самостоятельного решения и углубления знаний.

Теоретический материал содержит 10 тем охватывающий базовые понятия квантовой механике, её математический аппарат и простейшие точно решаемые модели иллюстрирующие особенности квантовых процессов и явлений. В конце каждой темы дан перечень задач для самостоятельного решения. Материал изложен на 121 странице, список задач для самостоятельной работы насчитывает 31 задачу. 
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Тема 1.   Основные положения и понятия квантовой механики.

Волновая функция

В классической механике  состояние системы в данный момент времени 
[image: image1946.wmf](
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 считается определенным, если известны положения всех входящих в нее материальных точек и их скорости (либо импульсы), а также заданы связи, ограничивающие возможные перемещения рассматриваемых точек. При этом предполагается, что и положения, и скорости (импульсы) могут быть точно измерены одновременно.  

В квантовой механике ситуация иная. Предполагается, что невозможно точно указать положение каждой частицы в системе, эти положения могут быть известны лишь с определенной вероятностью, определяемой из решения некоторого дифференциального уравнения в частных производных - аналога уравнения движения в классической механике. 

Квантовое состояние системы с 
[image: image2.wmf]n

 степенями свободы считается полностью заданным, если задана некоторая комплексная функция 
[image: image3.wmf])
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обобщенных координат 
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 и времени 
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.    Такая функция, называется волновой функцией или амплитудой вероятности, а уравнение, решением которого она является – волновым уравнением или уравнением Шредингера. 

Квадрат модуля волновой функции 
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 задает плотность вероятности, а   
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 EMBED Equation.3  [image: image8.wmf],
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представляет собой вероятность того, что  в момент времени  
[image: image9.wmf]t

  значения обобщенных координат   
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 попадают в интервалы
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соответственно. 

Здесь принято 
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-вектор обобщенных координат и 
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- есть элемент объема конфигурационного пространства системы.

Полня вероятность должна удовлетворять условию нормировки:
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где интегрирование производится по всей области  определения функции  
[image: image17.wmf])
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. Следовательно, волновая функция должна быть квадратично интегрируемой. 

Это положение о квадратичной интегрируемости волновой функции, полностью описывающей реальные состояния физической системы,  является одним из важнейших положений квантовой механики. 

Если  нас интересует вероятность нахождения квантовой системы  в состояниях, принадлежащих не всему конфигурационному пространству, а некоторой его части, например, 
[image: image18.wmf]V

, то эта вероятность, получается из (1.1) интегрированием по  «объему» 
[image: image19.wmf]V

:
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Относительно свойств волновой функции в квантовой механике предполагается, что эта функция удовлетворяет также принципу суперпозиции. Суть его в том, что если какая- либо квантовая система способна находится в состоянии  с волновой функцией 
[image: image21.wmf]1
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 и в другом состоянии с волновой функцией 
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,  то она может находиться и в состоянии с волновой функцией 
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такой, что
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где 
[image: image25.wmf]2
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-произвольные (могут быть комплексными) коэффициенты. Принцип суперпозиции  распространяется на любое число различных состояний.  Отсюда, в частности вытекает, что все уравнении, которым удовлетворяет волновая функция должны быть линейны по  
[image: image26.wmf]Y

.

С точки зрения математики множество всех квадратично интегрируемых комплексных функций вещественных переменных образует, так называемое линейное гильбертово пространство 
[image: image27.wmf].
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 С этих позиций состояние любой квантовой системы описывается как некоторый вектор пространства 
[image: image28.wmf].
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 Отметим, что гильбертово пространство является бесконечномерным. 

Над векторами (т.е. квадратично интегрируемыми функциями) из  пространства 
[image: image29.wmf]2
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можно производить различные манипуляции, в частности операция скалярного произведения определяется как 
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где 
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 - произвольные функции из 
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, звездочкой обозначена операция комплексного сопряжения. Из (1.3), очевидно, что 
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Интеграл 
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 будем называть проекцией 
[image: image35.wmf]2

Y

 на 
[image: image36.wmf]1

Y

. Если 
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, то говорят, что 
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 и 
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 ортогональны.

Операторы  физических величин

Рассмотрим некоторую физическую величину 
[image: image40.wmf]f

.  В  квантовой механике постулируется:

Каждой физической величине 
[image: image41.wmf]f

 ставится в соответствие  линейный эрмитов (самосопряженный) оператор 
[image: image42.wmf]f
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. 

Действие оператора
[image: image43.wmf]f
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 на  некоторую волновую функцию 
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  (вектор 
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) из гильбертова пространства 
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 приводит к новому состоянию с волновой функцией 
[image: image47.wmf]j

, т.е. 
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 Обычно считается, что функция 
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Выбор класса операторов, действующих в 
[image: image50.wmf].
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 обусловлен двумя обстоятельствами:

·  требование линейности оператора обеспечивает выполнение принципа суперпозиции для волновой функции, 

· эрмитовость оператора обеспечивает  вещественность его собственных значений, т.е. значений  величины 
[image: image51.wmf]f

, которые  могут быть измерены в том или ином квантовом состоянии. 

Линейность. Напомним, что оператор 
[image: image52.wmf]f
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, действующий на произвольные векторы 
[image: image53.wmf]k
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некоторого векторного пространства, называется линейным, если выполняется соотношение
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[image: image55.wmf]                                        (1.5)

где 
[image: image56.wmf]i

c

- произвольные постоянные. 

Примеры линейных операторов:

1. Оператор дифференцирования 
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Здесь и далее для простоты принято 
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2. Оператор интегрирования 
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[image: image63.wmf].
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3. В качестве оператора 
[image: image64.wmf]f
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можно рассматривать матрицы.  Пусть
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В  качестве векторов рассматриваем векторы- столбцы вида 
[image: image66.wmf]÷
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. Используя определения действий над матрицами (умножение матрицы на число и сложение матриц) нетрудно видеть, что  оператор, представленный матрицей  является линейным оператором.

Эрмитовость. Оператор 
[image: image67.wmf]+
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 называется эрмитовым (самосопряженным) по отношению к оператору 
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, если оба оператора имеют одну и ту же область определения и выполняется соотношение
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Скалярное произведение векторов
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 и 
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 из (1.6)  запишем в виде
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Подобные обозначения в квантовую механику были введены П.Дираком и в настоящее время широко используются. В этих обозначениях определение эрмитового оператора  принимает вид
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Так как для эрмитового (самосопряженного) оператора 
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, то из (1.8) для произвольных 
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,  получаем
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Действия с операторами.  Рассмотрим два оператора 
[image: image79.wmf]f
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и 
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. Произведением операторов 
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 называется оператор 
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, переводящий вектор 
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 в вектор 
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Действия операторов 
[image: image86.wmf]g
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, вообще говоря, различны. Для характеристики отличий вводится понятие коммутатора 
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операторов 
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Если коммутатор операторов 
[image: image92.wmf]f
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и 
[image: image93.wmf]g
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 равен нулю, операторы 
[image: image94.wmf]f
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и 
[image: image95.wmf]g

ˆ

 называются коммутирующими. Подчеркнем, что коммутаторы операторов физических величин играют в квантовой механике важную роль.

Часто возникает ситуация, когда одна физическая величина является функцией другой физической величины. Примером может служить кинетическая и потенциальная энергия частицы, момент импульса и т.д. Так, кинетическая энергия частицы является квадратичной функцией ее импульса, а потенциальная энергия зависит от пространственного положения частицы, т.е. есть функция координат частицы. 

Пусть физическая величина 
[image: image96.wmf]g

 есть функция физической величины 
[image: image97.wmf]f

: 
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 Оператор такой физической величины определяется как
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Здесь крест обозначает эрмитово сопряжение.

Спектральная задача. Рассмотрим физическую величину 
[image: image100.wmf]f

 с оператором  
[image: image101.wmf]f
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 и волновую функцию 
[image: image102.wmf]Y

, которая удовлетворяет уравнению
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Отметим, что  
[image: image104.wmf]f

 в (1.10) это вещественное число- значение физической величины в состоянии 
[image: image105.wmf].
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Уравнения вида (1.10) играют важную роль при построении математического аппарата квантовой механики. Значения 
[image: image106.wmf]f

, фигурирующие в (1.10) называются собственными значениями оператора 
[image: image107.wmf]f
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, а функции 
[image: image108.wmf]Y

, являющиеся решениями этого уравнения – собственными функциями. Множество собственных значений образуют спектр  оператора
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В классической механике значения физических величин (например, координат, импульса) заполняют непрерывный ряд значений.  В этом случае говорят, что собственные значения образуют  непрерывный спектр. В квантовой механике спектр операторов физических величин может быть как непрерывным, так и дискретным, а также включать обе эти  компоненты. 

Задача с дискретным спектром формулируется как:
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В квантовой механике постулируется, что физическая величина 
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 может принимать только те значения, которые  определяются спектром оператора этой физической величины.

В общем случае, значения физической величины 
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непрерывных значений. Для задачи с непрерывным  спектром  нужно иметь ввиду, что собственная функция 
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Обозначим через 
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Интеграл берется по всей области  непрерывного спектра. Знание вероятностных характеристик
[image: image138.wmf])

(

n

f

r

 и 
[image: image139.wmf])

(

f

r

 позволяет определить моменты любого порядка физической величины 
[image: image140.wmf]f

. В общем случае нецентральный и центральный моменты 
[image: image141.wmf]k

-го порядка определяются как:


[image: image142.wmf]ò

å

+

=

º

}

{

,

)

(

)

(

f

k

n

n

k

n

k

k

df

f

f

f

f

f

r

r

m

                        (1.13)


[image: image143.wmf](

)

(

)

ò

å

-

+

-

=

-

º

}

{

.

)

(

)

(

)

(

f

k

n

n

k

n

k

k

df

f

f

f

f

f

f

f

f

r

r

J

            (1.14)

Здесь 
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[image: image149.wmf]f

​ т.е. дисперсия случайной величины 
[image: image150.wmf]f

.

В квантовой механике среднее значение физической величины 
[image: image151.wmf]f

 с  оператором 
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Если волновая функция нормирована на единицу так, что 
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Отсюда следует, что поведение среднего значения от времени определяется зависимостью от  времени как самого оператора 
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Выше уже упоминалось, что собственные значения эрмитового оператора вещественны.  Покажем, что среднее значение 
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В том случае, если волновая функция 
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 является собственной функцией оператора 
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то из (1.17) следует, что среднее значение физической величины совпадает с собственным значением оператора этой физической величины:
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Поскольку измерение 
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 приводит к одному из собственных значений, то любая волновая функция 
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если спектр оператора 
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 дискретен и 


[image: image172.wmf],

)

,

(

)

,

(

)

,

(

df

t

q

t

f

c

t

q

f

ò

Y

=

Y

                                (1.20)

если спектр оператора 
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 непрерывен, где интегрирование производится по всей области значений, которые может принимать величина 
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.  В общем случае, когда спектр оператора 
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 содержит как дискретную, так и непрерывную компоненты, имеем


[image: image176.wmf],

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

(

)

,

(

df

t

q

t

f

c

t

q

t

c

t

q

f

n

n

n

ò

å

Y

+

Y

=

Y

                      (1.21)

Измерение 
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 дает значение 
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 дает значение в интервале 
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.  При этом выполняется условие нормировки (1.12). Величины 
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[image: image184.wmf])
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 называются амплитудами вероятности.

Явные выражения для амплитуд. Пусть выполняется разложение (1.21). При этом  в силу условия нормировки
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Подставляя разложение (1.21) в левую часть условия нормировки, получим
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Отсюда находим
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Условия нормировки. Подставим в (1.22), (1.23), вместо 
[image: image189.wmf]Y

 разложение (1.21), получим
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Следовательно
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где  
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Условие полноты. Подставим в разложение  волновой функции (1.21) по полному базису явные выражения для амплитуд вероятности, получим
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Отсюда условие полноты базиса принимает вид

  
[image: image199.wmf]).

'

(

)

,

(

)

,

'

(

)

,

(

)

,

'

(

*

*

q

q

df

t

q

t

q

t

q

t

q

f

f

n

n

n

-

=

Y

Y

+

Y

Y

ò

å

d

                     (1.25)

Явный вид операторов физических величин. В квантовой механике постулируется, что оператором координаты частицы 
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Оператор импульса частицы 
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Здесь:
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​ постоянная Планка.

Коммутатор операторов координаты и импульса равен:
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Убедимся, например, что
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Подействуем коммутатором 
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таким образом
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что в  операторной форме эквивалентно результату (1.28). 

Для системы из 
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Рассмотрим некоторую физическую величину 
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, зависящую от координат и импульсов. В соответствие с аксиоматикой квантовой механики этой величине ставится  соответствие эрмитов оператор
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Как уже упоминалось выше, важными примерами подобных физических величин являются, кинетическая и потенциальная энергия частицы,  полная энергия частицы в поле 
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· Оператор кинетической энергии частицы с массой 
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 имеет вид
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· Оператор потенциальной энергии частицы:
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· Оператор полной энергии частицы в потенциальном поле:
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Оператор полной энергии называется гамильтонианом.

Рассмотрим физическую величину - момент импульса частицы 
[image: image223.wmf][
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 Соответствующий ей оператор в декартовой системе координат имеет вид
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Приведем коммутационные соотношения операторов момента импульса с операторами координаты и импульса:
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Для примера рассмотрим коммутатор 
[image: image226.wmf][
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Подчеркнем, что компоненты оператора момента импульса частицы не коммутируют между собой. Вычислим, для примера, коммутатор 
[image: image228.wmf][
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Здесь были использованы коммутационные соотношения (1.27) между компонентами операторов импульса и координаты. Аналогично можно показать, что
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Из операторов 
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 можно составить оператор 
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.  В квантовой механике этот оператор рассматривается как оператор квадрата абсолютной величины вектора момента импульса частицы:
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Нетрудно проверить, что этот оператор коммутирует с каждым из операторов  
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При решении задачи о движении квантовой частицы в центрально симметричном потенциале понадобятся выражения для компонент вектора момента импульса и квадрата момента импульса в сферических координатах. Связь между декартовыми и сферическими координатами определяется как


[image: image236.wmf].

cos

,

sin

sin

,

cos

sin

q

j

q

j

q

r

z

r

y

r

x

=

=

=


В результате простых вычислений получаем следующие  выражения для компонент оператора момента импульса в сферических координатах:
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Для оператора квадрата момента импульса имеем
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Момент импульса системы из 
[image: image239.wmf]N

частиц есть сумма моментов импульса отдельных частиц. Оператор момента импульса системы определяется в квантовой механике следующим образом
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Состояния с определенными значениями  физической величины.  В произвольном квантовом состоянии распределение физической величины 
[image: image241.wmf]f

 определяется функциями 
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 и 
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. В каком состоянии можно с достоверностью предсказать значение измеряемой физической величины?  Представляется, что в качестве таких состояний должны выступать состояния, в которых дисперсия величины 
[image: image244.wmf]f

 равна нулю. Дисперсия 
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есть среднее значение квадрата отклонения 
[image: image246.wmf]f

 от своего среднего значения 
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Среднее значение величины 
[image: image250.wmf](
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 в квантовом состоянии 
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Потребуем
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Равенство  (1.42)  в силу эрмитовости оператора 
[image: image254.wmf]f

ˆ

 и вещественности 
[image: image255.wmf]f

выполняется, если функция 
[image: image256.wmf]y

 удовлетворяет уравнению 
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Полученное уравнение есть ни что иное, как уравнение  для определения спектра оператора 
[image: image258.wmf]f
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 и его собственных функций. Таким образом, состояния,  в которых дисперсия физической величины равна нулю,  представляют собой собственные состояния оператора этой физической величины. Среднее значение измеряемой величины 
[image: image259.wmf]f

 в таком состоянии дает собственное значение оператора 
[image: image260.wmf]f
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Обсудим вопрос о существовании состояний, где не одна, а несколько физических величин имеют определенное значение.  Для задачи с дискретным спектром этот вопрос решается следующим образом. Пусть даны две физические величины  
[image: image261.wmf]f

и 
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, и операторы этих величин имеют  общую систему собственных функций 
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 Необходимым и достаточным условием существования такой общей системы собственных функций является коммутация операторов 
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 Таким образом, если две величины
[image: image267.wmf]f

и 
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 могут иметь одновременно определенные значения, то их операторы коммутируют друг с другом. Соответственно, некоммутация  операторов двух физических величин указывает на то, что в состояние, в которых они имеют определенные значения,  несуществует. 

Из приведенных выше коммутационных соотношений для операторов координаты, импульса и момента импульса следует, что  например, компоненты радиус-вектора 
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 и импульса 
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 при 
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одновременно могут иметь определенные значения. Наоборот, если 
[image: image273.wmf]j
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, то соответствующие компоненты радиус-вектора и импульса не могут  иметь определенное значение в заданном квантовом состоянии. Последнее обстоятельство выражается в  так называемом  соотношении неопределенностей, частным случаем которого является соотношение неопределенностей Гейзенберга. 

Соотношение неопределенностей.  Рассмотрим две физических величины 
[image: image274.wmf]f

и 
[image: image275.wmf]g

, которым соответствует  некоммутирующие эрмитовы операторы 
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и 
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. Ниже покажем, что в произвольном квантовом состоянии  для таких операторов выполняется соотношение (соотношение неопределенностей):
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Здесь величине 
[image: image279.wmf]k

 соответствует  оператор 
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, возникающий при коммутации эрмитовых операторов 
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где 
[image: image284.wmf]k
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также  эрмитов оператор. 

Доказательство. Покажем вначале, что 
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с другой стороны
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Сравнивая оба эти выражения,  получаем требуемое.  Докажем формулу (1.44). Напомним, что свойство эрмитовости, например,  оператора 
[image: image288.wmf]f
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 означает, что 
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 Для мнимой единицы 
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, операция эритового сопряжения совпадает просто с операцией комплексного сопряжения 
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Отсюда приходим к  формуле (1.44). Перейдем к доказательству соотношения неопределенностей. Введем для 
[image: image293.wmf]f
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оператор отклонения от среднего: 
[image: image294.wmf].
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Аналогично для оператора 
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 Для квадратичных характеристик, получаем
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Нетрудно проверить, что 
[image: image299.wmf][
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 Введем  новый оператор 
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- произвольное действительное число. Рассмотрим среднее
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 С другой стороны
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Многочлен справа можно представить в  виде
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Так как это выражение является неотрицательной функцией при любом 
[image: image305.wmf]a

, то должно быть
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что и доказывает справедливость соотношения неопределенностей  (1.43). Еще раз подчеркнем, что оно справедливо для любых эрмитовых операторов, коммутатор которых не равен нулю. 

Таким образом, для физических величин 
[image: image307.wmf]f

и 
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, операторы которых некоммутируют между собой,  возникает неопределенность в определении одной величины, например,  
[image: image309.wmf]f

в зависимости от точности определения другой величины 
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, когда ее дисперсия 
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 Если операторы величин  
[image: image313.wmf]f
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 коммутируют, тогда 
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 и из формулы (1.43) следует, что дисперсии величин  
[image: image316.wmf]f

и 
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 равны нулю и рассматриваемые физические величины в заданном квантовом состоянии имеют определенные значения.

Рассмотрим пример
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Коммутатор для этих операторов определяется формулой (1.28), т.е. оператор 
[image: image319.wmf].
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Полученное выражение представляет собой знаменитое соотношение неопределенностей Гейзенберга, играющее важную роль в понимании особенностей квантовой физики.

Определим состояние 
[image: image321.wmf]y

, в котором  достигается минимум неопределенностей при определении физических величин 
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. Из определения функции 
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подчиняется уравнению
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Из уравнения
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с учетом 
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Окончательно,  уравнение для волновой функции 
[image: image331.wmf]y

, принимает вид
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В качестве примера рассмотрим
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Подставляя явный вид операторов в уравнение (1.47)  и учитывая, что 
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где 
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-дисперсия координаты частицы. Нормированное решение имеет вид
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Окончательно, пространственное распределение частицы, минимизирующее соотношение неопределенностей описывается хорошо известной в теории вероятностей гауссовой кривой
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Состояния, минимизирующие соотношение неопределенностей можно определить как когерентные состояния.

Задание

1. Найти операторы, эрмитово-сопряженные следующим операторам:     

a) 
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2. Доказать унитарность оператора 
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 - эрмитов оператор, 
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3. Волновая функция основного состояния атома водорода имеет вид 
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где  
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— масса электрона, 
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 — его заряд, 
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 — нормировочная константа. Определить 
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 и найти среднее значение потенциальной энергии взаимодействия электрона с ядром
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4.Упростить следующие коммутаторы:

а) 
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5. Найти собственные значения и собственные функции оператора 
[image: image358.wmf]z
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Тема 2. Квантовая динамика
Уравнение Шредингера.

Установим структуру уравнения, которое описывает динамику квантовой системы с волновой функций 
[image: image359.wmf])
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. Выше были сформулированы основные положения квантовой механики, суть которых состоит в том, что волновая функция:

· полностью описывает поведение квантовой системы,

· удовлетворяет принципу суперпозиции.

Это означает, что интересующее нас уравнение должно содержать производную по времени первого порядка так, что
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где 
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- некоторый линейный оператор, действующий на пространственные переменные функции 
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 может зависеть также от времени как от параметра. Множитель 
[image: image364.wmf]i

 введен для удобства. Требование линейности оператора
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 вытекает из принципа суперпозиции для волновой функции.  Еще одно ограничение на оператор 
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, можно установить, используя условие нормировки волновой функции
[image: image367.wmf])

,

(

t

q

Y

: 

                                    
[image: image368.wmf]ò

+¥

¥

-

=

Y

Y

.

1

)

,

(

)

,

(

*

dq

t

q

t

q


Дифференцируя обе части по 
[image: image369.wmf]t

 и используя уравнение (2.1), получаем
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 EMBED Equation.3  [image: image371.wmf](
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Отсюда следует, что оператор 
[image: image372.wmf]L
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 является эрмитовым и соответствует некоторой физической величине.

Чтобы установить какой величине соответствует оператор 
[image: image373.wmf]L
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, рассмотрим волну де Бройля (ограничимся для простоты одномерным случаем)
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Дифференцируя обе части по 
[image: image375.wmf]t

, получаем
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С другой стороны волна де Бройля есть собственная функция оператора импульса 

                                           
[image: image377.wmf]dx

d

i

p

p

x

h

-

=

=

ˆ

ˆ

,

т.е. 

                                           
[image: image378.wmf]).

,

(

)

,

(

ˆ

t

x

p

t

x

p

p

p

Y

=

Y

 

Учтем, что 
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 В нерелятивистском приближении 
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. Подставляя в уравнение (2.3) выражение для энергии 
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, получаем
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Таким образом, оператор 
[image: image383.wmf]L
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 для данной задачи связан с оператором кинетической энергии соотношением
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В общем случае, в квантовой механике, оператор 
[image: image385.wmf]L
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 представляется в виде
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где
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- оператор полной энергии или гамильтониан, 
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- оператор потенциальной энергии. Для одной частицы в поле 
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Для системы 
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 частиц
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Окончательно, уравнение, определяющее динамику произвольной  квантовой системы, принимает вид 
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Если известен явный вид гамильтониана, то уравнение (2.8) определяет волновые функции рассматриваемой физической системы. Это основное уравнение квантовой механики, его называют волновым уравнением и часто  уравнением Шредингера. Уравнение Шредингера нужно дополнить начальным условием 
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Стационарные состояния.

Рассмотрим класс квантовых систем, с независящим от времени гамильтонианом. Для таких систем решение уравнения (2.7) можно искать с помощью метода разделения переменных. Положим
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Подстановка такой функции 
[image: image397.wmf]Y

в уравнение (2.8), дает
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Разделяя переменные, имеем


[image: image399.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image400.wmf].
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Отсюда временная составляющая 
[image: image401.wmf])
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волновой функции, равна
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а  волновая функция 
[image: image403.wmf])
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, зависящая только от пространственных переменных, удовлетворяет уравнению
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Из вида (2.10) следует, что это уравнение представляет собой уравнение для определения собственных значений 
[image: image405.wmf]E

 и собственных функций 
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оператора энергии 
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 Таким образом, допустимое множество значений параметра 
[image: image408.wmf]E

 образует спектр энергии квантовой системы. Частное решение уравнения  Шредингера с независящим от времени гамильтонианом,  имеет вид
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где 
[image: image410.wmf])
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 подчиняется уравнению (2.10).  Уравнение  (2.10) называется стационарным уравнением Шредингера, а состояния квантовой системы, описываемые волновыми функциями вида (2.11) –стационарными состояниями. Последнее название  связано с тем, что плотность вероятности
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не зависит от времени 
[image: image412.wmf]t

.  
[image: image413.wmf]
Среднее значение физической величины 
[image: image414.wmf]f

в стационарном состоянии с волновой функцией 
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 также не зависит от времени
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Общее решение рассматриваемой задачи будет представлять собой суперпозицию частных решение вида (2.11). Если спектр энергии имеет и дискретную и непрерывную составляющие, т.е.
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то общее решение уравнения Шредингера принимает вид
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где 
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Следует отметить, что для задачи с вырождением в представлении (2.12) для волновой функции под квантовыми числами 
[image: image423.wmf]n

и 
[image: image424.wmf]E

, по которым проводится суммирование и интегрирование, следует понимать наборы квантовых чисел, включая энергию, полностью определяющих квантовые состояния системы.

В качестве примера определим стационарные состояния для одномерного движения (вдоль оси 
[image: image425.wmf]x

) свободной квантовой частицы. Гамильтониан системы 
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Стационарное уравнение Шредингера имеет вид
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[image: image428.wmf]Так как гамильтониан коммутирует с оператором импульса, то  операторы 
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 и 
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 имеют общую систему собственных функций. Нетрудно проверить, что собственные функции оператора импульса 
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удовлетворяют уравнению (2.15), т.е. является собственной функций оператора 
[image: image432.wmf]H

ˆ

. Таким образом, в  соответствие  с (2.11),  волновые функции стационарных состояний для свободной частицы имеют вид
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т.е. представляют собой волны де Бройля  (см. (2.2)).  . Общее решение уравнения Шредингера (2.7) есть суперпозиция волн де Бройля:
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Следовательно,  волновая функция свободной частицы есть волновой пакет. 

Уравнение непрерывности

Рассмотрим квантовую частицу с массой 
[image: image435.wmf]m

, находящуюся в потенциальном поле 
[image: image436.wmf])
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. Гамильтониан системы имеет вид (2.6).  Выпишем уравнение Шредингера для рассматриваемой системы:
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Относительно волновой функции 
[image: image438.wmf])
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 предполагается, что она непрерывна вместе со своими частными производными по координатам, включая поверхности разрыва потенциала 
[image: image439.wmf])
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 и волновая функция квадратично интегрируема
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При этих условиях решение уравнение Шредингера (2.18) существует и определяется однозначно. Покажем, что сделанных предположениях, все решения уравнения Шредингера (2.18) подчиняются, так называемому,  уравнению непрерывности.
Применим к обеим частям уравнения (2.18) операцию комплексного сопряжения, получим 
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Далее уравнения  (2.18) и (2.20)   умножим соответственно на функции  
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 и из первого результата вычтем второй, получим
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или
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Выражение под знаком производной слева  есть плотность вероятности 
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. Обозначим выражение в скобках, на которое действует оператор 
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 через 
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Таким образом,  искомое уравнение принимает вид
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Поскольку производная по времени от 
[image: image452.wmf])
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характеризует скорость изменения плотности вероятности обнаружить частицу в окрестности точки 
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, то полученное уравнение (2.22) имеет по аналогии с механикой сплошной среды и классической электродинамикой вид уравнения непрерывности, если вектор 
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интерпретировать как вектор плотности тока вероятности. 

Динамика средних физических величин 
Рассмотрим физическую величину 
[image: image455.wmf],
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 оператор которой 
[image: image456.wmf]f
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, зависит от времени. Рассмотрим среднее этой величины в некотором состоянии 
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Определим скорость изменения среднего 
[image: image459.wmf])
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Из уравнения Шредингера имеем
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После подстановки производных,  с учетом,  что 
[image: image463.wmf]H
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эрмитов  оператор,  получаем
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В соответствие с общим определением среднего физической величины  в заданном квантовом состоянии,  оператор
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будем интерпретировать как оператор скорости изменения физической величины 
[image: image466.wmf].
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 Таким образом
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Теоремы Эренфеста.

Рассмотрим одномерное движение квантовой частицы в потенциале 
[image: image468.wmf]).
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 Гамильтониан системы 
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 Используя уравнение (2.24) определим изменение во времени операторов координаты и импульса. Для оператора координаты имеем
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Используя выражение для коммутатора 
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 для оператора скорости, получаем
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Аналогично для оператора импульса
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Окончательно


[image: image474.wmf].

ˆ

x

U

dt

p

d

x

¶

¶

-

=

                                                 (2.27)

Для средних значений из (2.26), (2.27), получаем систему уравнений
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Полученные уравнения представляют собой квантовый аналог канонических уравнений Гамильтона. Объединяя  оба эти уравнения,  приходим к обобщению на квантовый случай уравнения Ньютона
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Результаты (2.28),(2.29) составляют содержание, так называемых, теорем Эренфеста. 

Подчеркнем, что уравнение (2.29) для произвольного потенциала не является замкнутым. Это легко видеть, если разложить функцию  
[image: image478.wmf])
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 в степенной ряд Тейлора. При этом среднее 
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 зависит от бесконечной совокупности моментов более высокого порядка. 

Рассмотрим переход к классическому уравнению движения. Предположим, что состояние 
[image: image480.wmf]y

 представляет собой волновой пакет, локализованный в окрестности точки
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. Разложим  функцию 
[image: image482.wmf]x

x

U

x

F

¶

¶

-

=

)

(

)

(

 в ряд по степеням отклонения 
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, ограничиваясь квадратичными членами:
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После усреднения обеих частей, получаем
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Здесь учтено, что 
[image: image486.wmf].
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Таким образом,  уравнение движения (2.29), принимает вид
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При условии
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движение центра волнового пакета описывается классическим уравнением Ньютона 
[image: image489.wmf]).
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 Более строго, по мимо условия (2.30),  нужно учесть еще квантовую специфику задачи – соотношение неопределенностей для координаты и импульса 
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. Потребуем малость флуктуаций импульса относительно среднего значения 
[image: image491.wmf],
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Таким образом, классическое уравнение движения получается для квантовой частицы, движущейся  с относительно большим импульсом в плавно меняющемся внешнем поле. При этом функция Гамильтона имеет вид
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т.е. можно говорить о движении центра пакета по траектории.

Законы сохранения.

Представление (2.24), (2.25) удобно для установления интегралов движения, т.е. физических величин средние от которых не меняются во времени. Из  определения (2.24) видно, что если оператор 
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 не зависит явно от времени и коммутирует с гамильтонианом, то 
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и из выражения (2.25), получаем, что 
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При сформулированных таким образом  условиях,  величина 
[image: image498.wmf]f

 сохраняется, т.е. является интегралом движения. 

На практике, значительная часть операторов физических величин, не зависит явно от времени. К их числу относятся  операторы координаты, импульса, момента импульса, энергии (с гамильтонианами вида (2.6) (2.7)) и т.п. Для таких операторов соответствующие им физические величины сохраняются, если они коммутируют с гамильтонианом:
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Примеры 

1. Рассмотрим свободную частицу с массой 
[image: image500.wmf]m

и гамильтонианом 
[image: image501.wmf]m
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. Очевидно, что оператор импульса 
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 коммутирует с гамильтонианом, что приводит к сохранению импульса частицы. При этом сохраняется также и энергия частицы.

2. Другой пример-движение частицы в поле  с центральной симметрией. Гамильтониан такой системы имеет вид
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Выясним, сохраняется ли момент импульса  частицы? Оператор момента импульса определяется как 
[image: image504.wmf].
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Покажем, что оператор  квадрата импульса в сферической системе координат можно представить в виде
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где, согласно, (1.39)

          
[image: image506.wmf].
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С другой стороны, по определению 


[image: image507.wmf](
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Далее воспользуемся коммутационными соотношениями между операторами координаты и импульса 
[image: image508.wmf][
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Используя полученные выражения,  преобразуем оператор 
[image: image510.wmf]2
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Входящие в это выражение скалярные произведения 
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[image: image515.wmf]
Подстановка (2.30)
[image: image516.wmf]в (2.29) приводит к  представлению (2.28). Таким образом, получаем, что оператор квадрата момента импульса коммутирует с оператором квадрата импульса. Учитывая также, что 
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Окончательно, в задаче о движении частицы в центральном поле интегралами движения являются  
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Связь симметрии  с интегралами движения
Не вдаваясь в подробности, обсудим связь интегралов движения с симметрией системы. Предположим, что гамильтониан системы не зависит явно от времени. Пусть спектр гамильтониана не меняется при преобразовании волновой функции
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где 
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Условие инвариантности означает, таким образом, коммутацию гамильтониана с оператором 
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Естественно также предположить сохранение нормы векторов 
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Отсюда следует, что оператор преобразования
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ˆ

 должен быть унитарным
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где 
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Следовательно, физическая величина, которой соответствует оператор  
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Пример 1.
Пусть свойства системы инвариантны относительно группы 
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 непрерывных преобразований координат
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параметр. Закон преобразования волновой функции принимает вид
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Линейные операторы 
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Рассмотрим группу трансляций
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где  
[image: image556.wmf]-

a

r

постоянный вектор. Имеем

           
[image: image557.wmf]).

(

)

(

ˆ

)

(

)

(

r

a

D

a

r

r

r

r

r

r

r

y

y

y

=

+

=

¢

¢


Разложим функцию 
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т.е. оператор импульса является генератором группы  трансляций в пространстве волновых функций. 

Для свободной частицы оператор импульса 
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 коммутирует с гамильтонианом 
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, так, что импульс частицы есть интеграл движения.

Рассмотрим группу вращений в трехмерном пространстве (обозначение SO(3)). Закон преобразования в этом случае имеет вид
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где 
[image: image567.wmf]-

j

угол поворота вокруг оси, направление которой задано единичным вектором 
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оператор момента импульса. Таким образом, оператор момента импульса является  генератором группы вращений SO(3). В предыдущем разделе было установлено, что для частицы в центральном поле момент импульса сохраняется, т.е. является интегралом движения. 

Задание

1 . Показать, что нормировка волновой функции, удовлетворяющей уравнению Шредингера, не изменяется со временем.

2 . Показать, что операторы скорости и ускорения частицы, движущейся в поле с потенциальной энергией 
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где 
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— масса частицы, 
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— оператор ее импульса.

3 . Частица находится в состоянии, описываемом в сферических координатах волновой функцией
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 — некоторая квадратично интегрируемая функция. Найти распределение проекции момента количества движения на ось 
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4 . Доказать, что в любом состоянии распределение любой сохраняющейся величины не меняется со временем.

5 . Построить оператор плотности распределения координаты частицы, движущейся в заданном поле.

Тема  3. Гармонический осциллятор

Постановка задачи. Рассмотрим стационарные состояния квантовой частицы массы 
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 движущейся в одномерном упругом поле с потенциальной энергией 
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                                                         Рис.1.

Гамильтониан рассматриваемой системы имеет вид
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Стационарные состояния будем определять из решения следующего уравнения Шредингера
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Здесь введена круговая частота 
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 В уравнении (3.2) перейдем к безразмерным переменным. Положим 
[image: image587.wmf],

ax

=

x

 где 
[image: image588.wmf].

w

a

m

h

=

 Тогда гамильтониан (3.1) принимает вид


[image: image589.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

2

2

2

2

1

)

(

ˆ

x

x

w

x

d

d

H

h

.                                           (3.3)

Далее для решения  спектральной задачи можно поступать обычным образом, решая непосредственно дифференциальное уравнение 
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Введем оператор
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Этот оператор не является эрмитовым оператором. Эрмитово сопряженный оператору 
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Коммутатор операторов 
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 и 
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Действительно
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С другой стороны
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В представлении операторов 
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 гамильтониан модели квантового гармонического осциллятора принимает простой вид
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 EMBED Equation.3  [image: image602.wmf].
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Здесь введен  оператор
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Таким образом, гамильтониан системы- есть линейная функция оператора 
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 Решение интересующей нас спектральной задачи свелась к определению собственных функций и собственных значений более простого оператора 
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Спектральная задача для оператора 
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Исследуем свойства оператора 
[image: image608.wmf]N

ˆ
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1. Собственные значения 
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В самом деле, предполагая, что функции 
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 нормированы на единицу, находим
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где  
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2. Предположим, что  функция 
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Таким образом, если
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[image: image624.wmf]N

ˆ

, а 
[image: image625.wmf]1

-

l

- его собственное значение. Если 
[image: image626.wmf],

0

1

<

-

l

 то с учетом утверждения 1 следует 
[image: image627.wmf].

0

º

j


3. Покажем, что 


[image: image628.wmf],

0

ˆ

0

=

y

a

                                                   (3.10)

где 
[image: image629.wmf]0
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 - собственная функция оператора 
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, соответствующая наименьшему собственному значению 
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Собственное значение 
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 представляет собой также среднее значение оператора 
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 в состоянии 
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Следовательно, наименьшее собственное значение оператора  
[image: image639.wmf]N
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 равно нулю.

4. Собственные значения оператора 
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В самом деле, пусть 
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Результат обусловлен тем, что действие оператора 
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 приводит к собственному значению 
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Отсюда, заключаем, что
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При 
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- наименьшее собственное значение. 

5. Пусть 
[image: image664.wmf]y

- собственная функция оператора 
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Из-за неограниченности операторов кинетической и потенциальной энергии спектр оператора 
[image: image671.wmf]N
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 сверху неограничен.
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 получили название операторов рождения и уничтожения частиц, а оператор 
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- называется оператором  числа частиц.  Подобные  операторы широко используются в различных разделах квантовой механики. Под частицей следует понимать не реальную частицу, а квант с энергией 
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Пусть 
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 собственная функция оператора числа частиц
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Следовательно, задача о стационарных состояниях квантового гармонического осциллятора  принимает вид
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с дискретным спектром  энергии  
[image: image679.wmf]n
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, который  с учетом (3.13) имеет вид:
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 называется главным квантовым числом. Спектр энергии (3.15)  эквидистантный, т.е. расстояние между соседними уровнями постоянно и не зависит от 
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Отметим, что с помощью операторов рождения и уничтожения 
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 спектр энергии определен минуя  непосредственное решение спектральной задачи (3.14), а используя только коммутационное соотношение (3.6).

Определим из (3.14) собственные функции 
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[image: image688.wmf].

|

nk

k

n

d

y

y

=


Рассмотрим действие операторов 
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Коэффициент 
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 подлежит определению. Рассмотрим скалярные произведения
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Таким образом
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Установим действие оператора 
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a

ˆ

 на функцию 
[image: image698.wmf])

(

x

y

n

. Так как


[image: image699.wmf],

1

ˆ

1

n

n

n

a

y

y

+

=

+


то


[image: image700.wmf].

ˆ

1

)

1

(

ˆ

ˆ

ˆ

1

1

1

n

n

n

n

a

n

n

N

a

a

y

y

y

y

+

+

+

+

+

+

=

+

=

=


В результате получаем
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Перейдем к определению явного вида волновых функций  стационарных состояний квантового гармонического осциллятора. При этом воспользуемся свойствами (316) и (3.17) операторов уничтожения и рождения. Для  решения задачи необходимо в первую очередь  определить волновую функцию 
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, соответствующую наименьшему собственному значению 
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 можно определить, используя свойство  (3.17) оператора рождения.  Так как
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то учитывая явный вид (3.4)  для оператора уничтожения, получаем следующее дифференциальное уравнение первого порядка
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Его решение имеет вид
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Здесь учтено условие нормировки 
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 Остальные функции получаем,  используя свойство (3.17) оператора рождения 
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Для  определения результата действия 
[image: image712.wmf]-
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й степени оператора рождения на волновую функцию основного состояния 
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, рассмотрим следующее выражение
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Перепишем выражение (3.20)  в виде
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Далее подставим в произведение  операторов 
[image: image717.wmf]+
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 единичный оператор 
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 В результате, получим
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Учитывая явный вид оператора 
[image: image720.wmf]I
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, приходим к произведению 
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операторов 
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 операторов 
[image: image724.wmf].

2

1

x

d

d

-

   В результате выражение для волновой функции 
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или, учитывая  (3.19)
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Окончательно, собственные функции  оператора Гамильтона для квантового гармонического осциллятора можно представить в виде 
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где 
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Функции 
[image: image730.wmf])
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 хорошо известны в математике и называются полиномами Чебышова-Эрмита. Эти функции образуют полный ортонормированный набор:
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Окончательно, возвращаясь к размерной переменной 
[image: image732.wmf]x

 решение спектральной задачи (3.2), имеет вид
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Для вычисления различных средних физических величин,  нам понадобятся рекуррентные соотношения  для функций 
[image: image734.wmf])
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 и формулы их дифференцирования по переменной 
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 Их легко вывести, если воспользоваться  выражениями (3.16),  (3.17) для операторов рождения и уничтожения.  Учитывая их явный вид, получаем
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Сравнение классического и квантового гармонических осцилляторов
1.  Полная энергия 
[image: image738.wmf]E

 классического гармонического осциллятора может принимать  любые положительные значения, начиная с 
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. При 
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 частица покоится в  начале координат. В квантовом случае результат принципиально иной. Полная энергия может принимать только дискретные значения 
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  Спектр энергий эквидистантный 
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. Наименьшее значение  энергии 
[image: image744.wmf]0
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 называется энергией нулевых колебаний. 

2. Средние значения координаты и импульса классического осциллятора равны нулю: 
[image: image745.wmf].
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 Для квантового  осциллятора  среднее значение координаты и импульса соответственно равны:
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Учитывая выражения (3.25),  (3.26) находим
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Здесь учтено, что функции 
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 образуют полный ортонормированный набор, так, что 


[image: image751.wmf]ï

î

ï

í

ì

¹

=

=

=

.

,

0

,

,

1

|

m

n

m

n

nm

m

n

d

y

y


Таким образом, и для классического и квантового осциллятора средние значения координат и импульса равны нулю. 

3. Для модели  классического гармонического  осциллятора его энергия  связана со среднеквадратичным отклонением  от положения равновесия  выражением  
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где черта сверху означает среднее по периоду колебаний 
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 Проверим выполняется ли подобное соотношение  в квантовом случае. Для этого вычислим, используя формулы (3.25), (3.26), среднеквадратичные флуктуации координаты в произвольном состоянии 
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С учетом выражения для спектра энергии 
[image: image757.wmf]n
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в (3.24), получаем
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Таким образом,  и в классическом и квантовом случаях, связь между энергией и среднеквадратичными отклонениями от положения равновесия одинакова.

4.  Для классического осциллятора имеет место теорема вириала: 
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- средняя по периоду колебаний  кинетическая энергия частицы. Какова связь между  средней кинетической  и потенциальной энергиями осциллятора в произвольном квантовом состоянии 
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Отсюда, непосредственно, следует
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Таким образом, и в квантовом случае средняя кинетическая энергия равна средней потенциальной энергии, т.е. теорема вириала выполняется.

5.1. Обсудим  некоторые особенности квантовых состояний гармонического осциллятора. На рис. 2   представлена диаграмма квантовых уровней 
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 и потенциальной энергии 
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.  Для примера рассмотрим квантовый уровень с энергией 
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 В классическом случае  частица с такой энергией может совершать колебательные движения между точками 
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 (точками поворота, где кинетическая энергия обращается в ноль). Обозначим амплитуду колебаний через 
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, лежащей внутри отрезка 
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Рис.2.

Эта вероятность  равна 


[image: image775.wmf]
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где 
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dt

 время, за которое частица проходит расстояние 
[image: image778.wmf],

dx

 а 
[image: image779.wmf]-

T

период колебаний. Пусть период  
[image: image780.wmf]T

колебаний равен 
[image: image781.wmf],

/

2

w

p

=

T

  тогда


[image: image782.wmf],

2

)

(

v

dx

T

dt

x

P

p

w

=

=


где  
[image: image783.wmf]v

- скорость частицы. Выразим скорость частицы через переменную 
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Таким образом, искомая вероятность равна
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Выражение, стоящее перед 
[image: image788.wmf]dx

 представляет собой, очевидно,  плотность вероятности. Обозначим ее как 
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Заметим, что для распределения (3.28) условие нормировки
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 выполняется.  Из вида распределения (3.28)  видно, что функция  имеет минимум в точке 
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 Таким образом,  вероятность встретить частицу в центральной области мала из-за того,  что здесь скорость частицы максимальна, в окрестности точек поворота скорость мала и вероятность встретить частицу больше.
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Рис. 3.

Рассмотрим квантовый гармонический осциллятор. Вероятность найти  частицу в области 
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В состоянии 
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Распределение 
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 имеет три точки экстремума - точка минимума 
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 определено и за пределами точек поворота, т.е. имеется отличная от нуля вероятность найти частицу вне области 
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5.2. Вычислим дисперсии координаты и импульса в произвольном квантовом состоянии. Так как средняя координата и средний импульс для квантового осциллятора равны нулю, имеем
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[image: image814.wmf].
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Определим произведение 
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Таким образом, 
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В основном состоянии 
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 в соотношении неопределенности реализуется равенство
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т.е. нулевая энергия есть наименьшая энергия, совместимая с соотношением неопределенностей.

Для произвольных 
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Таким образом, соотношение неопределенностей выполняется для состояний квантового гармонического осциллятора.
При низких температурах атомы в молекуле или твердом теле совершают малые колебания вблизи положения равновесия. Экспериментальные исследования рассеяния света кристаллами показали, что  при понижении температуры интенсивность рассеянного света стремиться не к нулю (как это следует из классической теории), а стремиться к некоторому предельному значению, даже в области абсолютного нуля температуры. Потенциальную энергию при низких температурах вблизи положения равновесия можно аппроксимировать квадратичным потенциалом и поэтому модель квантового гармонического осциллятора является здесь хорошим приближением. Рассмотрение в рамках этой модели действительно указывает на существование нулевых колебаний, отвечающих основному состоянию с энергией 
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В заключение пункта 5 отметим, что как это следует из обсуждения, основное состояние с 
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 и ближайшие к нему возбужденные состояния сильно отличаются  от классических. Сильно возбужденные состояния с 
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В общем случае, распределение координат частицы в произвольном квантовом состоянии с волновой функцией 
[image: image825.wmf])

(

x

n

Y

, описывается зависимостью (3.29). В основном состоянии распределение координат частицы представляет собой хорошо известное в теории вероятностей гауссово распределение:
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показывающее, что частица в этом состоянии локализована в центральной области (
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 и  существует отличная от нуля вероятность обнаружить частицу за пределами  потенциальной ямы. При этом вероятность убывает экспоненциально за пределами области 
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Правила отбора.  Интенсивность дипольного излучения
Обсудим, не вдаваясь в подробности,  задачу об излучении квантового гармонического осциллятора. На этой задаче будет проиллюстрирована еще одна особенность квантовых систем, связанная с так называемыми правилами отбора.        

Дипольные переходы. Интенсивность  спонтанного излучения (т.е. энергия излучения в единицу времени) с вышележащего уровня 
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где 
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 образуют матрицу.   Для вычисления матричного элемента 
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воспользуемся рекуррентными соотношениями для собственных функций 

                      
[image: image849.wmf].

2

1

'

2

'

|

2

1

'

|

2

'

|

2

1

'

2

'

|

|

|

|

|

,

1

'

,

1

'

1

'

1

'

1

'

1

'

'

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

x

+

-

+

-

+

-

¢

¢

+

+

=

=

+

+

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

=

=

=

=

Y

Y

d

a

d

a

y

y

a

y

y

a

y

y

y

a

y

xy

a

y

x

y

a


 (3.35)

Из выражения  (3.35) следует, что отличными от нуля будут только те матричные элементы  
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 (разрешенные переходы), для которых 
[image: image851.wmf]1

'

-

=

n

n

 или 
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, т.е. правила отбора  для квантового состояния 
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 будут определяться формулой:
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Из правил отбора вытекает, что переходы возможны только между соседними уровнями.

В соответствие с правилами отбора имеем следующие отличные от нуля матричные элементы, связанные с дипольными переходами:
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Напомним, что 
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Для частоты излучения
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Поскольку спонтанные переходы возможны сверху вниз (
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), в соответствие с (3.34) для интенсивности излучения гармонического осциллятора 
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В области больших квантовых чисел 
[image: image863.wmf]1
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можно пренебречь энергией нулевых колебаний, полученное при этом  выражение совпадает по форме результатом классического рассмотрения  излучения гармонического осциллятора 
[image: image865.wmf],
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[image: image866.wmf]E

 понимается энергия гармонического осциллятора 
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 усредненная по периоду колебаний 
[image: image868.wmf].
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Задание

1 . Частица находится в основном состоянии линейного гармонического осциллятора. Найти вероятность пребывания этой частицы в области, запрещенной для классического движения.

2 . Заряженная частица с зарядом 
[image: image869.wmf]e

 и массой 
[image: image870.wmf]m

 совершает гармонические колебания вдоль оси 
[image: image871.wmf]x

 с частотой 
[image: image872.wmf]w

. Найти стационарные состояния этой системы при наложении внешнего электростатического поля, имеющего напряженность 
[image: image873.wmf]e

 и направленного вдоль оси 
[image: image874.wmf]x

. Сравнить результат с решением соответствующей классической задачи.

3 . Вычислить средние значения потенциальной и кинетической энергий в 
[image: image875.wmf]n

-м стационарном состоянии линейного гармонического осциллятора.

4 . Линейный гармонический осциллятор находится при 
[image: image876.wmf]0
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 в состоянии 
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. Вычислить 
[image: image878.wmf](
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5 . Рассмотреть движение линейного гармонического осциллятора, находящегося при 
[image: image879.wmf]0
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в состоянии
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где 
[image: image881.wmf]P
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 — некоторые константы; принять 
[image: image882.wmf]mw
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. Сравнить полученные результаты с аналогичными результатами классической механики.

Тема 4. Прямоугольная потенциальная яма (стационарные состояния). Прохождение частицы через прямоугольный потенциальный барьер

[image: image1.wmf]t

Рассмотрим одномерное движение  частицы с массой μ в поле с потенциальной энергией,  здесь за начало отсчета энергии принято значение потенциальной энергии на бесконечности. Такое поле принято называть прямопрямоугольной потенциальной ямой. Одномерная прямоугольная потенциальная яма часто используется в качестве первого приближения для описания движения частицы в реальных полях с большим градиентом в отдельных малых областях пространства. Примером такой ситуации может служить движение электрона в 

металлической пластинке, поскольку 

      Рис. 7.

внутри металла движение в первом приближении может считаться свободным, а на поверхности металла за счет конечной работы выхода электрона имеется скачок потенциала.  
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Общий характер движения классической частицы в прямоугольной яме существенно отличается от характера движения классического гармонического осциллятора. Движение классического осциллятора всегда финитно, поскольку при любой полной энергии 
[image: image886.wmf]E

 конечны размеры той области, где E больше потенциальной энергии. В то же время характер движения классической частицы в прямоугольной потенциальной яме существенно зависит от величины полной энергии: при 
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движение финитно, а при 
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 инфинитно. Говорят, что при 
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частица находится в связанном состоянии с энергией связи 
[image: image890.wmf]E

-

=

e

. Энергия связи представляет собой ту минимальную энергию, которую надо передать частице для того, чтобы она перешла в состояние инфинитного движения. Переходя к квантовой механике, сначала рассмотрим стационарное движение квантовой частицы в прямоугольной потенциальной яме, т.е. свойства стационарных состояний. Итак, наша задача состоит в нахождении решений одномерного стационарного уравнения Шредингера, которые удовлетворяют требованиям квадратичной интегрируемости, непрерывности и непрерывности производной на всей вещественной оси. Поскольку гамильтониан нашей задачи является четным, можно утверждать, что все стационарные состояния дискретного спектра обладают определенной четностью. Используем эту информацию для упрощения решения задачи. Ищем решения в интервале энергии 
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. В пространственной области (I) стационарное уравнение Шредингера принимает вид
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Введем обозначение
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тогда
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Общее решение уравнения (4.1) есть
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Для обеспечения квадратичной интегрируемости этой функции во всей области (I) 
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Аналогично в области (III) получим
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В области (II) уравнение Шредингера принимает вид
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где  
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т.е.
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Общее решение уравнения (4.5) есть
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Поскольку каждая собственная функция должна быть либо четной, либо нечетной, только одна из констант 
[image: image904.wmf]1
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, 
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 может быть отлична от нуля в данном состоянии. Таким образом, все стационарные состояния нашего гамильтониана могут быть разбиты на два класса: 

(A) состояния положительной четности, для которых 
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(B) состояния отрицательной четности, для которых 
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Теперь мы должны наложить требования непрерывности функций и их производных в точках разрыва потенциальной энергии 
[image: image910.wmf]2
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. Эти условия позволяют определить константы интегрирования. 

Произведем «сшивание» для состояний класса (А). 

В точке 
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Отсюда имеем
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Легко проверить, что сшивание в точке 
[image: image916.wmf]2
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с учетом того, что 
[image: image917.wmf]C
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, приводит к этому же результату. 

Мы видим, что система уравнений (4.8) и (4.9) имеет нетривиальные решения тогда и только тогда, когда 
[image: image918.wmf]k

 и 
[image: image919.wmf]À

 удовлетворяют уравнению
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Для исследования уравнения (4.10) можно использовать графический метод, если заметить, что условие
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представляет собой уравнение окружности с центром в точке 
[image: image923.wmf](
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. Поскольку нас интересует только одна четверть этой окружности 
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, то уравнению (4.10) соответствует следующий график (рис.8).
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Рис.8. Графический анализ уравнения
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 EMBED Equation.3  
[image: image927.wmf]

                                            


Мы видим, что уравнение (4.10) имеет хотя бы одно решение при любых значениях параметров потенциала 
[image: image928.wmf]0
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 и 
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. Теперь рассмотрим состояния класса (В). Сшивание в точках 
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из которой получаем
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Нетривиальное решение этой системы существует тогда и только тогда, когда выполняется условие
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Видим, что уравнение (4.12) имеет решение только при 
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Итак, в каждом интервале 
[image: image937.wmf](

)

a

n

k

a

n

p

p

<

£

-

1

, где 
[image: image938.wmf]1

=

n

 только одно из уравнений (4.10) и (4.12) может иметь корень, притом единственный. Следовательно, все корни можно пронумеровать в порядке возрастания их величины:
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Как было отмечено выше, корень 
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 существует всегда. Максимальное количество корней 
[image: image941.wmf]N

 при данном значении 
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 определяется из неравенств
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т.е.
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Каждому корню 
[image: image945.wmf]n
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 соответствует, как это видно из (4.6), собственное значение гамильтониана
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Другими словами, энергия связи частицы в яме принимает лишь определенные дискретные значения:
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Таким образом, все собственные функции, принадлежащие собственным значениям из интервала
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могут быть разбиты на два класса:

(А) Собственные функции, принадлежащие собственным значениям  
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Все эти функции имеют положительную четность.

(В) Собственные функции, принадлежащие собственным значениям 
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Все эти функции имеют положительную четность.

Заметим, что по мере увеличения энергии состояния увеличивается количество узлов волновой функции (можно показать, что 
[image: image965.wmf](
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 имеет 
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 узел). 

Естественно, что во всех этих функциях, являющихся решениями однородного уравнения, остался неопределенным множитель 
[image: image967.wmf]n

B

, который получает фиксированное значение, если воспользоваться условием нормировки


[image: image968.wmf](

)

.

1

2

=

ò

¥

¥

-

dx

x

n

y


Нетрудно проверить, что при 
[image: image969.wmf]0
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 наша задача на собственные значения нетривиальных решений не имеет.

Пусть теперь 
[image: image970.wmf]0
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. Тогда во всех трех пространственных областях получаем в качестве линейно независимых решений синусы и косинусы , которые не являются квадратично интегрируемыми функциями на всей оси 
[image: image971.wmf]x

. Такие решения существуют при любом значении энергии 
[image: image972.wmf]0
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. Действительно , в каждой из 3-х пространственных областей в данном случае имеем по 2 константы интегрирования, т. е. всего 6 констант. Сшивание функций и их производных на двух границах накладывает только 4 условия , и оказывается, что требование непрерывности функции и ее производной может быть выполнено без ограничения на величину энергии 
[image: image973.wmf]E

. Следовательно, каждая точка 
[image: image974.wmf]0
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принадлежит непрерывному спектру нашего гамильтониана; стационарных состояний при 
[image: image975.wmf]0
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 нет. 

Мы видим , что множество квадратично интегрируемых собственных функций нашего гамильтониана конечно (в частном случае оно может сводиться всего к одной функции), а поэтому не может быть полным набором в 
[image: image976.wmf]2
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 , это множество должно быть дополнено всеми линейно независимыми функциями непрерывного спектра).

Сравним результаты квантово-механического рассмотрения стационарного движения частицы в прямоугольной потенциальной яме с соответствующими результатами классического рассмотрения. 

Ясно, что классическая частица с полной энергией  
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 может находиться только в области (II)  
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, поскольку в областях (I) и (III) ее полная энергия была бы меньше потенциальной, что в классической механике невозможно. В области (II) классическая частица может двигаться с любым значением энергии из интервала 
[image: image979.wmf](
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Квантовое стационарное движение частицы в тех же условиях имеет совершенно другой характер. Энергия частицы может принимать лишь дискретный ряд значений (4.14), причем минимальное значение всегда больше минимума потенциальной энергии 
[image: image980.wmf](
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. Волновая функция любого стационарного состояния отлична от нуля в областях (I) и (III), т. е. частица с конечной вероятностью может находиться в области, запрещенной для классического движения. Плотность распределения координаты частицы для некоторых стационарных состояний представлена на (рис.). Поскольку вероятность нахождения частицы в области, запрещенной для классического движения, экспоненциально уменьшается при 
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, можно условно считать,что частица, находящаяся в стационарном состоянии, совершает финитное движение. 

Нетрудно проверить, что вероятность нахождения частицы в области, запрещенной для классического движения, стремится к нулю при увеличении энергии связи частицы. Поэтому на границе 
[image: image982.wmf]å

 бесконечно глубокой потенциальной ямы волновая функция обращается в нуль:
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Прямоугольный потенциальный барьер

Согласно классической теории частица может находиться только в тех точках пространства, в которых потенциальная энергия 
[image: image984.wmf]U

 меньше ее полной энергии 
[image: image985.wmf]E

. Это следует из того обстоятельства, что кинетическая энергия частицы
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всегда должна быть положительной величиной. В области 
[image: image987.wmf]E
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— потенциальный барьер — импульс имеет мнимое значение и присутствие там частицы в рамках классической теории является совершенно недопустимым. Поэтому если две области пространства, для которых 
[image: image988.wmf]U
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отделены друг от друга потенциальным барьером, внутри которого 
[image: image989.wmf]E
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, то по классической теории просачивание частицы из одной области в другую область сквозь потенциальный барьер невозможно. По волновой же теории мнимое значение импульса соответствует лишь экспоненциальной зависимости волновой функции от координаты. Поскольку волновая функция внутри потенциального барьера в нуль не обращается, то вполне возможно и просачивание частицы сквозь потенциальный барьер. Для микрочастиц это явление может стать даже вполне наблюдаемым. Прохождение сквозь потенциальный барьер получило название туннельного эффекта. Оно является специфическим лишь для волновой теории и не имеет какого-либо аналога в классической механике. 

Случай прямоугольного барьера. Определим, прежде всего, вероятность прохождения микрочастицы через потенциальный барьер прямоугольной формы (рис.9.) в предположении, что энергия частицы 
[image: image990.wmf]E

 меньше высоты потенциального барьера 
[image: image991.wmf]0
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Допустим, что частица движется в положительном направлении оси 
[image: image992.wmf]x

. Волны де Бройля, соответствующие движению частицы, частично отразятся от барьера, а частично пройдут сквозь него и будут распространяться в области 
[image: image993.wmf]a
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 (рис.9.). В этой задаче мы должны, прежде всего, найти волновые функции, а затем на границах потенциального барьера «сшить» их, т е. приравнять как сами волновые функции, так и их производные.


[image: image994]
Рис.9. Прохождение частицы сквозь потенциальный барьер.
Решение уравнения Шредингера для каждой из 3-х областей имеет вид:
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характеризуют соответственно падающую и отраженную волны, 
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 отраженную, идущую из бесконечности. Поскольку последняя в нашем случае отсутствует, необходимо положить 
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. Для характеристики величины туннельного эффекта введем коэффициент прозрачности барьера, под которым будем понимать модуль отношения плотности потока частиц, прошедших через барьер, к плотности потока падающих частиц:
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Для определения потока частиц воспользуемся формулой
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Подставляя в эту формулу решение уравнения Шредингера для коэффициента прозрачности 
[image: image1010.wmf]D

, находим:
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Для определения коэффициента прохождения воспользуемся граничными условиями при 
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а затем 
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Тогда для коэффициента прохождения (диффузии) 
[image: image1023.wmf]D

 получаем выражение:
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где
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Вводя величину 
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где 
[image: image1028.wmf]0
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 порядка единицы. Таким образом, коэффициент прохождения частицы экспоненциально убывает вглубь слоя (квантовое туннелирование). 

Если мы хотим обобщить формулу (4.10) на потенциальный барьер произвольной формы, то соответствующую задачу лучше всего решать методом ВКБ (Вентцеля-Крамерса-Бриллюэна).

При этом мы должны произвести замену


[image: image1029.wmf](

)

(

)

(

)

dx

E

x

U

m

E

U

m

a

x

x

ò

-

®

-

2

1

0

0

0

2

2

2

2

h

h

 ,

где координаты 
[image: image1030.wmf]1
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 (начало барьера) и 
[image: image1031.wmf]2
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 (конец барьера) находится из условия
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Тогда для коэффициента прохождения 
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 через барьер произвольной формы мы получаем выражение
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Движение частиц внутри потенциального барьера представляет собой типичное проявление волновых свойств микрочастиц. Поэтому оно должно в той или иной степени проявляться в любой волновой теории. В частности, в оптике этим аналогом может служить хорошо известное явление полного внутреннего отражения, которое может наблюдаться в случае отражения света при сравнительно больших углах от оптически менее плотной среды.

Задание

1 . Получить приближенное выражение для энергии связи частицы с массой 
[image: image1035.wmf]m

 в одномерной прямоугольной яме конечной глубины 
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, если ширина ямы 
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удовлетворяет соотношению 
[image: image1038.wmf](
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. Оценить вероятность пребывания частицы внутри и вне ямы.

2 . Показать, что все точки непрерывного спектра при движении частицы в одномерной прямоугольной яме с одной бесконечно высокой стенкой невырождены.

3 . Найти энергетические уровни и нормированные волновые функции стационарных состояний частицы в бесконечно глубокой потенциальной яме ширины 
[image: image1039.wmf]a

, т. е.
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Выяснить свойства симметрии полученных функций при инверсии координат относительно центра ямы (преобразование вида 
[image: image1042.wmf]d
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4 . Частица находится в потенциальной яме 
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, удовлетворяющей условию: 
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. Исследовать поведение решения уравнения Шредингера при 
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Тема 5. Движение частицы в сферически-симметричном поле (дискретный спектр)

Найдем стационарные состояния движения частицы массы 
[image: image1048.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image1049.wmf]m

 в сферически-симметричном поле с потенциальной энергией
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Для этого надо найти решения стационарного уравнения Шредингера
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 EMBED Equation.3  [image: image1053.wmf]                                         (5.1)

удовлетворяющие во всем пространстве требованиям непрерывности, квадратичной интегрируемости и непрерывности градиента. 

Ввиду сферической симметрии поля задачу удобно решать в сферической системе координат 
[image: image1054.wmf])
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, начало которой совпадает с центром симметрии поля, а полярная ось имеет некоторое произвольное направление:
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В этой системе координат имеем
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знание интегралов движения системы обычно позволяет упростить решение уравнения Шредингера. Поэтому и в данном случае начнем с выявления сохраняющихся физических величин. Легко видеть, что гамильтониан системы (5.1) инвариантен относительно операции 
[image: image1059.wmf]P
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 инверсии пространства, а поэтому четность есть интеграл движения. 

Интегралами движения являются также квадрат момента количества движения 
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Таким образом, все четыре оператора
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где 
[image: image1068.wmf]i

 имеет какое-нибудь одно из трех возможных значений 
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, так как различные компоненты этого оператора не коммутируют между собой. Поскольку все направления в сферически симметричном поле равноправны, то в дальнейшем будем рассматривать следующий набор взаимно коммутирующих операторов:
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т. е. будем искать такие решения 
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 уравнения Шредингера, которые являются собственными функциями всех этих операторов. В сферической системе координат соответствующие уравнения имеют вид:
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где
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Собственные значения и собственные функции оператора 
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где
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Причем
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а 
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 есть произвольная квадратично-интегрируемая функция.

Из математики известно, что собственные значения оператора 
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а каждому собственному значению соответствуют собственные функции:
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это сферические функции , удовлетворяющие условию ортонормированности на сфере
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Сферические функции  
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где 
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 некоторые ограниченные функции. Следовательно, каждая функция 
[image: image1090.wmf])

(

j

q

,

lm

U

 является также собственной функцией оператора 
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Сферические функции при  
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В математике показывается, что каждая сферическая функция  
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т.е. 
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 есть собственная функция оператора инверсии, принадлежащая собственному значению 
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где R(r) — некоторая функция 
[image: image1101.wmf]r

, являются общими собственными функциями операторов 
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Подставляя 
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 в уравнение Шредингера (5.6), получаем 


[image: image1104.wmf](

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

0

2

1

1

2

2

2

2

=

-

+

+

-

÷

ø

ö

r

R

r

U

E

r

R

r

l

l

dr

r

dR

r

dr

d

r

h

m

                   (5.24)


[image: image1105.wmf]т.е.  
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 есть собственная функция гамильтониана (5.1), если R(r) удовлетворяет уравнению (5.24) и является непрерывной квадратично-интегрируемой функцией с непрерывной первой производной. Уравнение (5.24) иногда называют радиальным уравнением Шредингера. Введем новую функцию
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для которой из (5.24), получаем уравнение
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где 
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Уравнение (5.26) внешне совпадает с уравнением Шредингера для одномерного движения частицы в поле с потенциальной энергией  
[image: image1110.wmf](

)

r

U

l

.
Пусть 
[image: image1111.wmf](

)

,...

3

,

2

,

1

=

E

n

nl

   есть n-е собственное значение уравнения (5.26) при фиксированном 
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 соответствует только одно линейно независимое решение уравнения (5.26):
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Таким образом, искомые общие собственные функции операторов 
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где 
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Мы видим, что каждому собственному значению гамильтониана  
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 линейно независимых собственных функций, отличающихся значениями  
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 Такое вырождение имеется в любом сферически-симметричном поле. Это «обязательное» вырождение можно было предвидеть еще до решения уравнения Шредингера. Действительно, в сферически-симметричном поле все направления равноправны, а поэтому энергия системы не может зависеть от ориентации в пространстве вектора момента количества движения, в частности от величины его проекции на ось 
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— волновые функции двух состояний, отличающихся только значениями m. Тогда любая линейная комбинация этих функций
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 не является собственной функцией оператора 
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В некоторых сферически-симметричных полях одному и тому же значению энергии системы может соответствовать несколько различных значений 
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Отсюда, в частности, получаем 
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Таким образом, функции 
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Итак, стационарное состояние движения в сферически-симметричном поле однозначно определяется тремя числами 
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 - орбитальное квантовое число,
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 - магнитное квантовое число.

Совокупность состояний, отличающихся друг от друга только значениями 
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 используется какой-либо другой индекс, характеризующий энергию состояния). При этом вместо значений орбитального квантового числа 
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Например, символ 
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 обозначает состояние с квантовыми числами 
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  (точнее, совокупность состояний с  
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Мы видим, что стационарные состояния в сферически-симметричном поле задаются тремя квантовыми числами 
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, хотя мы их искали как собственные функции четырех коммутирующих операторов (5.5). Очевидно, это «несоответствие» объясняется тем, что не все четыре интеграла движения независимы. Действительно, четность состояния однозначно определяется квадратом момента количества движения, т. е. орбитальным квантовым числом


[image: image1163.wmf](

)

l

P

1

-

=

.                                              (5.33)

В то же время три других интеграла движения 
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 образуют полный набор физических величин для данной системы , так как каждой совокупности значений этих величин соответствует одно и только одно линейно независимое состояние. Этот полный набор не является единственным, поскольку наборы 
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 тоже являются полными и не сводятся к набору 
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Примерами таких полей являются следующие: 

1) прямоугольная яма
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2) гармонический изотропный осциллятор 
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3) кулоновское поле 
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4) экранированное кулоновское поле
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Выясним поведение «радиальной» функции 
[image: image1177.wmf](

)

r

u

 при 
[image: image1178.wmf]0

®

r

 для таких систем. 

Уравнение (5.26) принимает вид
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 Легко проверить, что его решениями являются функции 
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Как видно из (5.25) и (5.31), второе решение при 
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 не удовлетворяет условию нормировки, так как интеграл расходится на нижнем пределе. Это значит, что соответствующая волновая функция не является квадратично-интегрируемой и не может описывать какое-либо физическое состояние. При 
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Следовательно, решение 
[image: image1187.wmf](

)

r

u

2

при любом 
[image: image1188.wmf]0

³

l

должно быть отброшено. Итак, в окрестности начала координат радиальная функция имеет вид 
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Отсюда следует, что она удовлетворяет граничному условию 
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Таким образом, 
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При этом плотность вероятности нахождения частицы в окрестности точки 
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т. е. она тем быстрее обращается в нуль в начале координат, чем больше величина момента количества движения в данном состоянии. В уравнении (5.26) для радиальной функции роль эффективной потенциальной энергии играет величина 
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При увеличении 
[image: image1196.wmf]l

 усиливается отталкивание в окрестности центра поля. Именно с этим обстоятельством связано уменьшение вероятности пребывания частицы вблизи центра поля 
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Представление о «квантовых орбитах»

В классической механике орбитой частицы называется траектория ее движения. В квантовой механике термин «орбита» используется для обозначения стационарного состояния  
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движения частицы в сферически-симметричном поле. Каждому энергетическому уровню 
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«квантовых орбит». Плотность пространственного распределения частицы, находящейся на орбите 
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т. е. она не зависит от азимутального угла 
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. Отсюда видно, что 
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Мы видим, что плотность пространственного распределения симметрична относительно плоскости 
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Например, в случае 
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 полярная диаграмма представляет собой окружность, а при 
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Рис.10. Полярные диаграммы пространственного распределения частицы в s- и р –состояниях.

Теперь найдем плотность тока вероятности, соответствующего движению частицы по орбите 
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В сферической системе координат оператор градиента есть 
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Таким образом, плотность тока вероятности не зависит от азимутального угла 
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, а направление тока при изменении знака m изменяется на противоположное: 
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Пусть по каждой из 
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 орбит, принадлежащих уровню 
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 движется по одной частице (взаимодействием частиц друг с другом мы пренебрегаем). Тогда плотность пространственного распределения этих частиц есть 
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т. е. она изотропна.

Используя (5.39), получаем 
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т. е. плотность полного тока вероятности в этом случае равна нулю.

Задание

1 . Частица с массой 
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 находится в 
[image: image1235.wmf]s

-состоянии в сферически-симметричной

прямоугольной потенциальной яме. Получить приближенное выражение для энергии связи частицы, если глубина 
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 и радиус 
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 ямы удовлетворяют соотношению
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Оценить вероятность пребывания частицы внутри и вне ямы.

2 . Частица находится в сферически-симметричном поле в состоянии с 
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— проекция момента количества движения на ось 
[image: image1241.wmf]x

). Найти распределение проекции момента на ось 
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.

Тема 6. Движение частицы в кулоновском поле (дискретный спектр)

Найдем стационарные состояния дискретного спектра частицы в кулоновском поле с потенциальной энергией: 
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Решение уравнения для радиальной функции 
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где 


[image: image1247.wmf],

2

1

E

m

c

h

=

                                                      (6.3)


[image: image1248.wmf](

)

r

W

l

— некоторый полином. Решением соответствующего уравнения для 
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причем квадратичная интегрируемость функции  
[image: image1251.wmf](
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 имеет место, только в том случае, когда F сводится к полиному конечной степени. Это, в свою очередь, осуществляется тогда и только тогда, когда первый аргумент вырожденной гипергеометрической функции есть целое отрицательное число или нуль: 
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где 
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Отсюда получаем энергетический спектр системы: 
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где 
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для выбранного значения 
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. Величина 
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называется атомной единицей энергии. Из (6.8) следует, что если фиксировать не 
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 может принимать следующие значения: 
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Квантовое число n может принимать только целые положительные значения: 
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 и согласно (6.7) играет роль главного квантового числа. Радиальные функции, соответствующие паре квантовых чисел 
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где 
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называется атомной единицей длины. Заметим, что вырожденная гипергеометрическая функция в (6.12) сводится к обобщенному полиному Лагерра :
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а нормировочный множитель 
[image: image1270.wmf]nl
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 определяется из условия нормировки.

Мы видим, что дискретный энергетический спектр частицы в кулоновском поле (6.7) представляет собой систему уровней, сгущающихся к точке 
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, которая дискретному спектру не принадлежит. Энергия каждого стационарного состояния однозначно определяется главным квантовым числом n и не зависит от орбитального квантового числа 
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. При данном значении энергии 
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, т.е. при фиксированном значении главного квантового числа 
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, орбитальное квантовое число 
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принимает 
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 различных значений (6.10), каждому из которых соответствует  
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Следовательно, помимо вырождения по магнитному квантовому числу
[image: image1279.wmf]m

, обязательного для любого сферически-симметричного поля , в кулоновском поле для всех уровней, кроме основного, имеет место дополнительное вырождение по орбитальному квантовому числу 
[image: image1280.wmf]l

, которое было названо  «случайным». Нетрудно проверить, что кратность вырождения каждого энергетического уровня есть 
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В табл. 1 приведены квантовые числа низших стационарных состояний частицы в кулоновском поле и указана кратность вырождения 
[image: image1282.wmf]n
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 каждого энергетического уровня. 

Таблица 1. Низшие стационарные состояния в кулоновском поле
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Отметим, что каждому энергетическому уровню, кроме основного, принадлежат состояния как с положительной (
[image: image1298.wmf]l

— четное), так и с отрицательной (
[image: image1299.wmf]l

— нечетное) четностью. Рассмотрим линейную комбинацию 
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 собственных функций, принадлежащих некоторому энергетическому уровню: 
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 является собственной функцией, принадлежащей тому же энергетическому уровню, но она не обладает определенной четностью. Поэтому частица, движущаяся в кулоновском поле с некоторым определенным значением энергии, может находиться не только в состояниях с определенной четностью, но и в таких состояниях, в которых четность не имеет определенного значения (исключением является низший энергетический уровень, которому соответствует только четное состояние). Так, например, в состоянии 
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С помощью (6.16) и (6.17) можно найти дисперсию координаты 
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 в произвольном состоянии
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Отсюда видно, что при фиксированном n координата 
[image: image1316.wmf]r

 имеет минимальный разброс, если 
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 имеет максимальное возможное значение 
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. Такие кулоновские орбиты называются «круговыми». В заключение отметим, что волновые функции (6.12), вычисленные при произвольном 
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 они описывают стационарные состояния атома водорода. Надо помнить, что в этом случае в уравнение Шредингера а, следовательно, и в соотношения (6.9) и (6.13), входит не масса электрона, а приведенная масса атома водорода 
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Поскольку 
[image: image1322.wmf]p
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, то возникающая при этом поправка к спектру (6.7) и к волновым функциям (6.12) невелика. Однако иногда ее необходимо учитывать. Применим полученные результаты к атому водорода. 

 Атом водорода
Для частоты излучения 
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где 
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Отсюда видно, что в случае атома водорода 
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где 
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. Для серии Бальмера, соответствующей переходу на уровень 
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Так как для атома водорода по орбитальному квантовому числу имеет место вырождение, то эти три линии сольются в одну:
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Аналогичная картина получается и для серии Пашена:
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где 
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Схема энергетических уровней в атоме водорода (с учетом как дискретных уровней, так и непрерывного спектра) представлена на (рис.11.). На этой схеме наглядно демонстрируется вырождение по 
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, проявляющееся в слиянии всех уровней с одинаковым 
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 в один. Помимо обычных переходов, между дискретными уровнями в атоме возможны по существу еще два обратных друг другу процесса, а именно процессы ионизации и захвата. При ионизации электрон переходит с дискретного уровня 
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, например из низшего состояния, в область положительных энергий 
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, образующих непрерывный спектр (гиперболические орбиты). Этот процесс происходит с поглощением энергии. Наоборот, при захвате свободный электрон переходит на один из возможных дискретных уровней, выделяя при этом соответствующую энергию. Для того чтобы перевести электрон из низшего энергетического состояния 
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, необходимо затратить энергию (рис.11.).
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где 
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 определяет так называемую энергию ионизации атома. Своего минимального значения энергия ионизации достигает при 
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До сих пор все проводимые нами расчеты производились без учета движения ядра. Поэтому построенная выше теория водородоподобного атома будет строгой лишь в случае, когда масса ядра бесконечно большая, что, вообще говоря, в особенности для легких элементов (например, для водорода и гелия) можно принять лишь в первом приближении. Учет движения ядра привел к объяснению ряда экспериментальных фактов. В случае учета движения ядра классическое выражение для энергии будет равно:
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где 
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являются соответственно массами электрона и ядра, а 
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и координату центра тяжести  
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В системе координат, для которой центр тяжести покоится, находим: 
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а приведенная масса может быть найдена из равенства 
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Вводя  относительную координату 
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 и заменяя при переходе к квантовому случаю приведенный импульс соответствующим оператором
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, мы можем записать волновое уравнение с учетом движения ядра в виде:
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которое отличается от соответствующего уравнения Шредингера для атома водорода тем, что вместо массы покоя электрона 
[image: image1370.wmf]0
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 следует взять приведенную массу 
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. Для спектральных уровней мы получим то же самое выражение, как и для покоящегося ядра с заменой постоянной Ридберга 
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В этом случае несколько численно изменяются и значения для термов:
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Поэтому частота излучения будет определяться выражением
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отличающимся наличием множителя
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В силу зависимости частоты излучения атомов от массы ядра 
[image: image1379.wmf]M

 определение атомного веса можно производить не только обычными химическими, но и спектроскопическими методами. Благодаря этому удалось, в частности, доказать существование тяжелого водорода, ионизованных атомов гелия и т. д. Как известно, атомный вес водорода был определен в среднем относительно кислорода на основании химических исследований. Для каждого же атома в отдельности атомный вес был найден с помощью масс-спектрографа. При этом были получены несколько отличные значения
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На основании этого Берджем и Ментцелем было выдвинуто предположение о существовании изотопа водорода — дейтерия 
[image: image1381.wmf]H
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 (или тяжелого водорода), имеющего атомный вес, в два раза больший, чем у обычного водорода. В самом деле, при определении атомного веса естественной смеси водорода вклад должен внести и дейтерий; в масс-спектрографе же измеряется лишь атомный вес 
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, поскольку спектральные линии атомов ложатся в другом месте шкалы. Так же как и водород, дейтерий может вступить в реакцию, образуя, например, так называемую тяжелую воду 
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. Впервые тяжелая вода была открыта Юри и Осборном в 1932 г. Основной метод получения дейтерия — это электролитическое разложение воды. Скорость выделения обычного водорода на катоде значительно превосходит скорость выделения дейтерия, в результате чего происходит значительная концентрация дейтерия в остатке жидкого электролита, где он может быть обнаружен. Ввиду же малого количества тяжелого водорода в естественной воде обнаружить его там почти невозможно. Наличие дейтерия подтверждается спектроскопическими исследованиями, показавшими, что в серии Бальмера 
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существуют линии, расположенные несколько правее и укладывающиеся в формулу 
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которую нетрудно получить из (6.29), если положить там массу 
[image: image1387.wmf]M

 равной удвоенной массе ядра атома водорода и 
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. Следует заметить, что ввиду большой относительной разницы в массах атома дейтерия и атома водорода они отличаются по своим физическим и химическим свойствам гораздо сильнее, чем изотопы других элементов. Так, например, хотя тяжелая вода внешне и похожа на обыкновенную воду, по физическим свойствам она несколько отличается от обыкновенной. В частности, температуры плавления и кипения ее при 
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 равны соответственно 3,81°C и 101,4°C. Она имеет большую вязкость и хуже растворяет соли, чем обычная вода. В связи с развитием ядерной физики тяжелая вода приобретает особое значение, так как она является хорошим замедлителем быстрых нейтронов, а также используется как источник получения дейтерия. В настоящее время известен еще один изотоп водорода— тритий 
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, ядро которого состоит из двух нейтронов и одного протона. Его соединения с кислородом образуют так называемую тритиевую воду. В природной воде отношение числа атомов трития к числу атомов 
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, в то время как отношение числа атомов 
[image: image1394.wmf]H

2

1

 к числу атомов водорода 
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. Тритий в смеси с дейтерием является важнейшим веществом для осуществления термоядерных реакций. 

Спектральные линии атома трития несколько сдвинуты как относительно водородных, так и дейтериевых линий:
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Другим очень важным следствием учета движения ядра было открытие ионизованного атома гелия, обнаруженного впервые спектроскопическим способом на Солнце. При исследовании солнечного спектра была найдена серия линий, располагающихся по закону
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где 
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 принимает значения


[image: image1400.wmf],....

2

9

,

4

,

2

7

,

3

,

2

5

1

=

n

 .                                      (6.35)

Эта серия представляла собой по существу водородную серию Бальмера 
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 с рядом промежуточных линий, образующих серию, получившую название серии Пикеринга, характеризующуюся полуцелыми квантовыми числами 
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 Вначале для объяснения серии Пикеринга предполагали, что водород на Солнце находится в особом состоянии, так что квантовое число n может принимать полуцелые значения. Однако в дальнейшем оказалось, что экспериментальные линии располагаются правее. Поэтому выдвинутое предположение пришлось оставить. Затем была предложена другая гипотеза, согласно которой обнаруженный спектр обязан своим происхождением однократно ионизованному атому гелия 
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[image: image1406.wmf]2

=

Z

, а частоты определяются выражением
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Полагая здесь 
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, приводим к виду


[image: image1409.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

2

2

2

1

2

1

1

n

R

He

He

w

,                                    (6.37)

            где 
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Чтобы решить вопрос о том, обязана ли серия Пикеринга излучению атомов водорода (с предположением, что квантовые числа могут принимать полуцелые значения) или излучению ионизованного атома гелия (с нормальным значением квантовых чисел), необходимо было найти экспериментальное значение постоянной Ридберга. В случае водорода
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Для атома гелия
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Тщательное изучение этого вопроса спектроскопистами подтвердило для постоянной Ридберга значение и тем самым однозначно было доказано, что серия Пикеринга представляет собой спектр ионизованного атома гелия.

Задание

1 . Согласно классической механике при движении частицы с массой 
[image: image1413.wmf]m

, и зарядом 
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 в кулоновском поле заряда 
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 сохраняется следующая векторная величина:
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которая называется вектором Рунге- Ленца. Построить квантово-механический оператор, соответствующий этой физической величине, и показать, что он коммутирует с гамильтонианом системы.

2 . Вычислить средний электростатический потенциал, создаваемый 
[image: image1417.wmf]s
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- электроном в центре водородоподобного атома.

3 . Вычислить среднее значение 
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 в состоянии, описываемом волновой функцией 
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4 . Покажите, что для атома водорода 
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- постоянная. Какой физический смысл имеет этот результат?

Тема 7. Спин электрона. Уравнение Паули. Эффект Зеемана

Теория Шредингера объясняет наличие лишь орбитальных механического и магнитного моментов, т. е. моментов, возникающих благодаря движению заряженного электрона в атоме. Экспериментальная проверка показала, что выводы теории Шредингера не укладываются в общую схему опытных данных, анализ которых привел к открытию спиновых свойств электрона. Остановимся кратко на результатах этих экспериментов. В опытах Эйнштейна — де-Гааза по экспериментальной проверке гиромагнитного отношения, которое мы представим в виде


[image: image1422.wmf]c

m

e

g

l

z

z

0

0

2

-

=

m

,                                              (7.1)

значение множителя Ланде 
[image: image1423.wmf]g

 вопреки теории Шредингера (а также и классической механики) было найдено равным не единице, а двум 
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. В опытах Штерна и Герлаха изучалось поведение пучков атомов в неоднородном магнитном поле. 

Исследуя расщепление пучка атомов в s-состоянии, когда орбитальные (механический и магнитный) моменты атома равны нулю 
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-состоянии обладают все же магнитным моментом, причем проекция этого момента на выделенное направление 
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принимает два значения
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Результаты измерений над величиной 
[image: image1429.wmf]m

 показали, что этот магнитный момент равен магнетону Бора
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Чтобы объяснить и согласовать между собой результаты этих двух классических опытов, Уленбек и Гаудсмит выдвинули гипотезу, согласно которой электрон наряду с орбитальным моментом должен обладать еще собственным механическим, а следовательно, и собственным магнитным моментом. Этот механический момент получил название спина электрона в связи с попыткой связать его с внутренними вращательными степенями свободы (классическая модель вращающегося волчка; по-английски to spin — вертеть). Следует сразу же подчеркнуть, что никакой классической теории спина не существует. Согласно гипотезе Уленбека и Гаудсмита, собственный механический момент электрона должен быть равен 
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т. е. квантовое число, которое характеризует его проекцию на ось 
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, должно принимать не целые, а полуцелые значения 
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. Характерное отличие целых (например, орбитального, магнитного 
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) от полуцелых (спинового 
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) квантовых чисел сводится прежде всего к числу возможных состояний. Целые числа всегда дают нечетное число состояний (при 
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,+1,-1 и т.д.). Полуцелые же квантовые числа дают четное число состояний (например, при 
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Предположение о существовании полуцелых квантовых чисел было введено еще до гипотезы Уленбека и Гаудсмита как попытка объяснить дублетное расщепление термов одновалентных атомов. Опыты Штерна и Герлаха показали два возможных внутренних состояния электрона в одновалентных атомах, т. Е. доказали, что спин электрона следует характеризовать полуцелыми квантовыми числами, которые соответствуют двум его 

противоположным ориентациям. Поскольку из опытов Эйнштейна — де-Гааза следовало, что множитель Ланде 
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 принимая во внимание значение для соответствующего механического момента, было установлено, что проекция собственного магнитного момента на ось 
[image: image1446.wmf]z

 должна равняться магнетону Бора
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После введения спина электрона не только магнитные свойства, но и мультиплетное расщепление спектральных линий атомов нашли свое объяснение.

Уравнение Паули

Нерелятивистское волновое уравнение, учитывающее собственный магнитный момент электрона, впервые было предложено Паули. С этой целью обычный гамильтониан уравнения Шредингера был дополнен членом, который учитывал еще взаимодействие собственного магнитного момента электрона 
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 с внешним магнитным полем 
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Тогда стационарное уравнение Шредингера принимает вид:
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где гамильтониан уравнения Шредингера
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где 
[image: image1453.wmf]-
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вектор потенциал, а 
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 скалярный потенциал электромагнитного поля соответственно.

Далее необходимо было найти соответствующие величины для описания собственного магнитного момента электрона. Как известно, введение спина связано с введением четвертого квантового числа, которое должно характеризовать внутренние свойства электрона. 

Волновая функция 
[image: image1455.wmf]y

 частицы может зависеть только от трех квантовых чисел, соответствующих квантованию трех пространственных координат. Для описания спина и введения четвертого квантового числа Паули вводит вместо одной волновой функции 
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 две волновые функции 
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. В этом случае одна волновая функция будет описывать состояние с одним направлением спина, а другая — с противоположным; само же волновое уравнение должно представлять собой систему двух уравнений. Как известно, система двух уравнений, например
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может быть представлена одним уравнением в матричной записи;    
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если учитывать при этом закон умножения матриц 
[image: image1462.wmf](
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Паули предложил выбрать волновую функцию 
[image: image1464.wmf]Y

 в виде матрицы с одним столбцом 
[image: image1465.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

Y

Y

=

Y

2

1

, а собственный магнитный момент электрона положить равным


[image: image1466.wmf]s

m

m

r

r

0

-

=

 ,                                             (7.12)

где 
[image: image1467.wmf]0
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 — магнетон Бора, 
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 — три двухрядных матрицы Паули
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Матрицы (7.13) характеризуют проекции вектора спина на оси координат. Используя правила умножения матриц (7.11), легко показать, что матрицы Паули обладают следующими свойствами. Квадрат каждой матрицы равен единице;
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где через 
[image: image1473.wmf]I

обозначена двухрядная единичная матрица 
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Различные матрицы антикоммутируют друг с другом, причем
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Учитывая значения матриц, нерелятивистское уравнение Паули можно представить в виде:
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Это матричное уравнение эквивалентно системе двух обычных уравнений:
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В частности, рассмотрим случай движения электрона в магнитном поле, направленном по оси 
[image: image1481.wmf](
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. Учитывая при этом гамильтониан уравнения Шредингера при наличии магнитного поля , находим для описания движения электрона два уравнения:
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где энергии 
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 характеризуют соответственно взаимодействие орбитального и спинового моментов с магнитным полем 
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. В частности, для 
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-состояний магнитное квантовое число 
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 равно нулю, и поэтому уравнение Паули принимает вид:
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[image: image1490.wmf]0

2

ˆ

2

0

2

0

0

=

Y

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

F

+

m

p

H

e

E

r

m

                                   (7.19)

т. е. волновая функция 
[image: image1491.wmf]1
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 описывает состояние, когда собственный механический момент электрона (т. е. спин) направлен по оси 
[image: image1492.wmf]z

, а волновая функция 
[image: image1493.wmf]2
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 — против оси 
[image: image1494.wmf]z

. Эти две возможные ориентации собственного магнитного момента, направленного антипараллельно механическому, и наблюдались в опытах Штерна и Герлаха. 

В качестве функции 
[image: image1495.wmf]+
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 Паули предложил выбрать так называемую эрмитово- сопряженную волновую функцию, т. е. матрицу 
[image: image1496.wmf](

)

*

*

+

Y

Y

=

Y

2

1

, элементы которой не только комплексно сопряжены, но и транспонированы, т. е. строки заменены столбцами. Иначе говоря, если 
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 есть матрица-столбец, то 
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 будет матрицей-строкой с комплексно-сопряженными элементами. Тогда для плотности вероятности будем иметь выражение:
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в котором учтена возможность двух направлений спина.

Аналогичным образом должны образовываться и другие матричные элементы. 

Например,
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т. е. 
[image: image1501.wmf]1
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 характеризуют плотности вероятности состояний, в которых электрон имеет ориентацию спина соответственно по и против оси 
[image: image1503.wmf]z

. Зная выражение для собственного магнитного момента в теории Паули
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а также соотношение между собственным магнитным и механическим моментами, которое следует из экспериментов Эйнштейна — де-Гааза
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находим, что
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т. е. в согласии с другими опытными фактами проекция механического момента на ось 
[image: image1507.wmf]z

 равна 
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Поскольку оператор спина выражается через матрицы Паули, его составляющие не должны коммутировать между собой, и для них можно найти перестановочные соотношения:
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Заметим также, что в теории Паули абсолютное значение собственного механического и магнитного моментов вводится по существу эмпирически.
Эффект Зеемана

В 1896 г. Зееман обнаружил, что спектральные линии атомов, помещенных в магнитное поле, расщепляются на несколько компонентов. Это явление получило название эффекта Зеемана. С тех пор эффект Зеемана играет большую роль в исследовании строения атома и в особенности его магнитных свойств. Вместе с экспериментальным обнаружением все новых особенностей зеемановского расщепления развивалась также и его теория. Рассмотрим, прежде всего, зеемановское расщепление спектральных линий водородоподобного атома, помещенного в постоянное и однородное магнитное поле, которое мы направим по оси 
[image: image1512.wmf]z

. Полагая в этом случае 
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находим:    


[image: image1517.wmf]yH

A

x

2

1

-

=

 ,   
[image: image1518.wmf]xH

A

y

2

1

=



[image: image1519.wmf](
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где оператор проекции момента на оси 
[image: image1520.wmf]z

равен:
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Запишем уравнение Шредингера для атома в постоянном магнитном поле:
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Последнему уравнению удовлетворяет волновая функция вида
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где 
[image: image1524.wmf]lm
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 — шаровая функция , a 
[image: image1525.wmf](
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—радиальная составляющая функции водородоподобного атома. В этом нетрудно убедиться, если учесть соотношение 
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 с помощью которого (7.25) можно привести к виду
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где
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Уравнение (7.27) точно совпадает по математической форме с уравнением Шредингера для водородоподобного атома, собственные функции которого равны (7.26), а для определения собственных значений имеем соотношение
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Отсюда находим энергию водородоподобного атома, помещенного в магнитном поле
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Из последней формулы видно, что магнитное поле нарушает центральную симметрию, а вместе с тем снимает вырождение по магнитному квантовому числу 
[image: image1532.wmf]m

, свойственное любым центральным силам. При переходе электрона из квантового состояния 
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 в квантовое состояние 
[image: image1534.wmf]'

'

,

m

n

должна излучаться частота
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где ларморова частота
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Отсюда видно, что на частоту спектра водородоподобного атома
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должно накладываться зеемановское расщепление спектральных линий, которое, учитывая правила отбора для магнитного квантового числа 
[image: image1538.wmf](

)

1

,

0

±

=

D

m

, дает триплет (нормальный эффект Зеемана)
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Последний результат совпадает с известным результатом, полученным по классической теории Лоренца, согласно которой каждая спектральная линия атома, помещенного в магнитное поле, расщепляется на три или на две линии (по направлению поля, несмещенный компонент, обязанный колебаниям вдоль оси 
[image: image1541.wmf]z

, должен отсутствовать). Появление дополнительного члена для энергии при включении магнитного поля может быть интерпретировано как наличие у атома орбитального магнитного момента, который и дает дополнительную энергию 
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Отсюда для орбитального момента получаем значение
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где элементарный магнитный момент
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получил название магнетона Бора. Магнетону Бора должны быть кратны все магнитные моменты атомов. Принимая во внимание, что для проекции механического момента на ось 
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 мы имеем
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находим соотношение между моментами
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известное также и из классических соображений.
Задание

1. Какой эффект Зеемана обнаруживается для перехода 
[image: image1548.wmf]2
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 в слабом магнитном поле? Построить схему возможных переходов. Определить 
[image: image1549.wmf]p

 - и 
[image: image1550.wmf]s

 - компоненты.

2 . Проекция спина электрона на ось 
[image: image1551.wmf]z

, с достоверностью имеет значение 
[image: image1552.wmf]2
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. Какова вероятность того, что проекция спина на направление 
[image: image1553.wmf]'

z

, составляющее угол 
[image: image1554.wmf]q

 с осью 
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, будет иметь значение 
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 и 
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? Определить среднее значение проекции спина на указанное направление.

Тема 8.Опыт Штерна и Герлаха

Среди экспериментов, сыгравших фундаментальную роль в становлении квантовой физики, очень важное место занимает опыт Штерна - Герлаха (1922 г.). Как известно из курса атомной физики, в этом опыте узкий параллельный пучок частиц, обладающих магнитным моментом, пропускался через неоднородное магнитное поле 
[image: image1558.wmf]H

. Согласно классической электродинамике в таком поле на частицу действует отклоняющая сила 
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Если конфигурация поля такова, что 
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, то среднее значение вектора магнитного момента частицы ввиду его прецессии вокруг 
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 направлено по оси 
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. В этом случае отклоняющая сила 
[image: image1564.wmf]F
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 тоже в среднем направлена по 
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 : 
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а ее величина пропорциональна 
[image: image1567.wmf]z

m

— проекции магнитного момента частицы на ось 
[image: image1568.wmf]z

. Таким образом, неоднородное магнитное поле действует как анализатор, который сортирует попадающие в прибор Штерна-Герлаха частицы по величине проекции их магнитного момента на характерное для прибора направление — «ось прибора». Историческое значение опыта Штерна-Герлаха заключается в экспериментальном установлении эффекта «пространственного квантования»: пучок, в котором магнитные моменты частиц ориентированы произвольно, расщепляется прибором на несколько отдельных пучков, количество которых строго определяется сортом частиц. Классическая физика не в состоянии объяснить этот результат. Согласно же квантовой механике дело в том, что проекция магнитного момента частицы на любое направление (в том числе на ось прибора) может принимать лишь определенные дискретные значения.
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где 
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  проекция спина частицы на ось 
[image: image1571.wmf]z
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отсюда видно, что количество пучков на выходе из прибора Штерна-Герлаха определяется величиной спина частицы и равно 
[image: image1574.wmf](
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. В данном параграфе мы отвлечемся от многих физических вопросов, относящихся к осуществлению опыта Штерна-Герлаха, и сосредоточим внимание лишь на одном пункте — способности прибора сортировать падающие частицы по величине проекции их спина на некоторое направление. Пусть в прибор с осью, совпадающей с направлением оси 
[image: image1575.wmf]z

, попадают частицы со спином 
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, спиновое состояние которых описывается некоторой заданной волновой функцией 
[image: image1577.wmf](
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Мы можем разложить ее по полному набору спиноров, описывающих состояния с определенным значением проекции спина на ось 
[image: image1578.wmf]z

. 
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В представлении,
[image: image1580.wmf]z
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, это есть разложение по столбцам.
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Коэффициенты разложения 
[image: image1582.wmf]z

m

a

определяют вероятности различных значений 
[image: image1583.wmf]z

m

 и, следовательно, относительные интенсивности пучков на выходе из прибора Штерна-Герлаха: 


[image: image1584.wmf](

)

2

z

m

z

m

W

a

=

.                                                  (8.7)

Разыграем несколько конкретных вариантов опыта Штерна-Герлаха («мысленный эксперимент»). Для простоты возьмем пучок частиц со спином  
[image: image1585.wmf]2

1

=

s

. В этом случае на выходе из прибора имеется два пучка. В первом (его относительную интенсивность обозначим 
[image: image1586.wmf]+
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) спины всех частиц направлены по оси 
[image: image1587.wmf]z

, во втором (соответствующая интенсивность 
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) — против оси 
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. Наша задача состоит в том, чтобы найти 
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и 
[image: image1591.wmf]-
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в зависимости от свойств падающего пучка. 

Вариант 1. Начнем с простейшего случая, когда все частицы входного пучка находятся в состоянии 
[image: image1592.wmf]2
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, т. е. проекция спина любой частицы на ось 
[image: image1593.wmf]z

 с достоверностью равна 
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. Очевидно, в этом случае на выходе из прибора будет только один пучок:   
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Вариант 2. 50% частиц падающего пучка находятся в состоянии 
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и 50% частиц — в состоянии 
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. И в этом случае результат очевиден:
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Вариант 3. Все 100 % частиц падающего пучка находятся в состоянии 
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, т. е. спины всех частиц направлены по оси 
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. По условию наш прибор «не умеет» различать частицы по тому, как ориентированы их спины относительно оси 
[image: image1602.wmf]x

 ; он «знает» только один признак: 
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Имеем: 
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Отсюда согласно (8.7) получаем 
[image: image1609.wmf]%
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Вариант 4. Спины всех частиц падающего пучка направлены вдоль вектора
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т.е. все частицы находятся в состоянии 
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 и 
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— любые. Такой вариант есть просто обобщение предыдущего случая, и способ решения здесь тот же: разложим волновую функцию 
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и отсюда согласно (8.7) получим 
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Обратим внимание на то, что результаты нашего мысленного эксперимента в вариантах 2 и 3 совпали. Что это значит? Что совпадают начальные условия 2 и 3, или же что возможности проделанного эксперимента недостаточны для обнаружения различия между этими двумя начальными условиями? Размышления показывают, что правилен второй ответ, и можно предложить другой эксперимент, чувствительный к различию между начальными условиями 2 и 3. Для этого, не меняя начальных условий, заменим наш прибор Штерна-Герлаха другим, у которого «ось прибора» направлена не по оси 
[image: image1618.wmf]z

, а по оси 
[image: image1619.wmf]x

 (образно говоря, повернем прибор на 90° вокруг оси 
[image: image1620.wmf]y

). Частицы, попадающие в этот новый прибор, тоже всегда направляются им по одному из двух характерных для него направлений, но здесь сортировка частиц производится уже по другому признаку: 
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. Обозначим соответствующие относительные интенсивности 
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. Найдем их значения в вариантах 2 и 3. Сразу видно, что в варианте 3 новый прибор направляет все частицы по одному направлению: 
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. Обратимся к варианту 2. Каждая из частиц падающего пучка, находящаяся в состоянии  
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, имеет одинаковую вероятность выйти из прибора по направлению, соответствующему 
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. Тоже справедливо для падающих частиц, находящихся в состоянии 
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. По условию между частицами, находящимися в состоянии 
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[image: image1631.wmf]2

1

,

2

1

-

=

z

m

 нет никакой корреляции. Поэтому получаем  
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Легко убедиться в том, что результат 
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сохранится в варианте 2 при любой другой ориентации оси прибора. Таким образом, начальные условия 2 характеризуют неполяризованное состояние частиц во входном пучке; мы не можем указать в этом случае никакого выделенного направления в пространстве по отношению к спиновым свойствам рассматриваемой системы. 

Итак, использование нескольких приборов Штерна-Герлаха с направленными по-разному осями показывает, что начальные условия в вариантах 2 и 3 различны. Это различие имеет очень глубокий характер. В варианте 3 состояние пучка на входе в прибор характеризуется некоторой определенной волновой функцией. Неважно, что в разных представлениях ее можно записать по-разному; мы подчеркиваем другое: в варианте 3 состояние каждой частицы на входе в прибор характеризуется одним, вполне определенным вектором состояния, здесь это  
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 В варианте 2 ситуация другая. Здесь начальные условия заданы так, что невозможно указать никакой одной волновой функции, которая описывала бы состояние всех частиц, попадающих в прибор; какого-либо определенного, единственного вектора начального состояния в варианте 2 нет.

Задание

1 . Пучок частиц со спином 
[image: image1635.wmf]2
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, находящихся в состоянии с проекцией спина на ось 
[image: image1636.wmf]z

, равной 
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, попадает в анализатор, состоящий из двух последовательно расположенных приборов Штерна-Герлаха. Первый из них пропускает только те частицы, которые имеют проекцию спина на ось 
[image: image1638.wmf]x

, равную 
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 , а второй сортирует их по величине проекции спина на ось 
[image: image1640.wmf]z

. Сколько пучков будет на выходе из анализатора и каковы будут их интенсивности по отношению к интенсивности входного пучка? Что изменится, если поменять местами приборы анализатора?

Тема 9. Теория возмущений без вырождения

Предположим, что гамильтониан системы можно представить в виде суммы двух эрмитовых операторов
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Причем 
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 имеет известный чисто дискретный спектр
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а 
[image: image1645.wmf]U
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- оператор «малого» взаимодействия, который называется оператором возмущения. Но обычно является гамильтонианом некоторой идеализированной задачи, допускающей точное решение, а оператор возмущения 
[image: image1646.wmf]U
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 является частью гамильтониана реальной системы, которая не учитывалась в идеализированной задаче. Задача теории возмущений состоит в получении формул, определяющих собственные значения и собственные функции полного гамильтониана 
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 по известным собственным значениям 
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и собственным функциям 
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 «невозмущенного» гамильтониана 
[image: image1650.wmf]0
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. При этом существенно используется «малость» возмущения, и решение представляется в виде ряда по малому параметру. Введем вспомогательный оператор
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где 
[image: image1652.wmf]l

- некоторый безразмерный параметр, принимающий значения из интервала
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Найдем собственные значения и собственные функции этого оператора
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которые, как показано в математике, являются дифференцируемыми функциями параметра
[image: image1655.wmf]l

.Тогда имеем 
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где
[image: image1662.wmf]l

y

 и 
[image: image1663.wmf]l
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 - собственные функции и собственные значения оператора
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Представим функции 
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в виде степенных рядов:
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[image: image1669.wmf]
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где
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Невырожденные собственные значения

Предположим,  что все собственные значения  «невозмущенного»  гамильтониана 
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 невырожденны  (см. 9.2).  Разложим 
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, образованному собственными функциями 
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Подставляя ряды (9.9), (9.10), (9.12) в уравнение Шредингера (9.5), получаем
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Мы имеем здесь равенство двух многочленов относительно 
[image: image1680.wmf]l

, выполняющееся в интервале (9.4). Поэтому коэффициенты при одинаковых степенях 
[image: image1681.wmf]l

 слева и справа должны быть равны:


[image: image1682.wmf](

)

(

)

,

ˆ

0

0

0

0

l

l

l

H

y

e

y

l

=

                                                         (9.14)
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из (9.14) получаем
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так как по предположению все собственные значения «невозмущенного» гамильтониана
[image: image1686.wmf]0
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невырождены. Составим скалярное произведение левой и правой частей уравнения (9.15) сперва с 
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Отсюда получаем
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Теперь составим скалярное произведение обеих частей уравнения (9.16) с функцией 
[image: image1694.wmf]l
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откуда получаем 
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Подставляя сюда (9.20) и (9.21), имеем
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Для функции 
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 на основании (9.9), (9.17), (9.12) и (9.21) получаем
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Значение коэффициента 
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определим из условий нормировки:
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С точностью до членов порядка 
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Выбирая соответствующим образом фазу функции 
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, можно сделать 
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действительным, а тогда 
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Итак, получаем следующие выражения для собственных значений и собственных функций оператора 
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Мы видим, что поправка 1-го порядка к энергии уровня 
[image: image1712.wmf](
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равна диагональному матричному элементу оператора возмущения 
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Это условие означает, что недиагональные матричные элементы оператора возмущения должны быть малыми по сравнению с абсолютной величиной разности соответствующих собственных значений «невозмущенного» гамильтониана. Будем называть это условие необходимым условием применимости теории возмущений.

Теория возмущений с вырождением

 Формулы (9.26) и (9.27) получены в предположении отсутствия вырождения всех собственных значений гамильтониана 
[image: image1721.wmf]0

ˆ

H

. Теперь откажемся от этого предположения. Начнем со случая, когда все уровни 
[image: image1722.wmf]n

e

 кроме 
[image: image1723.wmf]l

e

, вырождены с кратностью, 
[image: image1724.wmf]n

r

 т.e. каждому 
[image: image1725.wmf](

)

1

¹

n

n

e

 соответствуют 
[image: image1726.wmf]n

r

 функций


[image: image1727.wmf]{

}

1

,

=

n

n

r

a

n

n

a

j

.                                           (9.29)

Нетрудно проверить, что полученные формулы будут действительны и в этом случае, если произвести замену
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и при каждом значении 
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Теперь предположим, что исходный уровень ей поправки к энергии, которого вычисляются, тоже вырожден с кратностью 
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Полученные выше формулы в этом случае неприменимы, потому что при их выводе существенно использовалось условие (9.17):      
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Для определения коэффициентов разложения
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подставим (9.33) и (9.34) в уравнение Шредингера (9.5):
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
[image: image1749.wmf]l

, получаем
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Уравнение (9.36) удовлетворяется функцией (9.33) при любых значениях коэффициентов 
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Подставляя сюда (9.33), получаем
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где 
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Это есть система линейных однородных уравнений относительно 
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 порядка 
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. Условием ее нетривиальной разрешимости является равенство нулю определителя матрицы коэффициентов:
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Это уравнение представляет собой алгебраическое уравнение степени 
[image: image1761.wmf]s

 относительно 
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 подуровней, т.е., как говорят, вырождение снимается полностью. Если же имеются кратные корни, то некоторые подуровни остаются вырожденными и говорят, что вырождение снимается лишь частично.

Уравнение (9.39) есть уравнение на собственные значения оператора возмущения 
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-мерном линейном пространстве, элементами которого являются собственные функции невозмущенного гамильтониана 
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где 
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следовательно,
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т. е. в случае вырождения поправка 1-го порядка к энергии уровня дается диагональным матричным элементом оператора возмущения в представлении его собственных функций в линейном пространстве, элементами которого являются собственные функции невозмущенного гамильтониана, принадлежащие некоторому его собственному значению. При этом собственные функции оператора возмущения являются функциями нулевого приближения. Из (9.43) следует, что система уравнений (9.39) инвариантна относительно умножения оператора возмущения 
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 на произвольное число. Поэтому функции нулевого приближения (9.33) не зависят от абсолютной величины возмущения, а зависят только от его вида.

Отметим также, что функции 
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Этот результат является частным случаем соотношения (9.43) при 
[image: image1781.wmf]À
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Пример: Расщепление двукратно вырожденного уровня

Проиллюстрируем полученные результаты на примере расщепления двукратно вырожденного уровня невозмущенного гамильтониана. Опуская индекс 
[image: image1782.wmf]l

, запишем функцию нулевого приближения (9.33) в виде
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Коэффициенты 
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)

(

)

0

2

1

22

1

21

=

-

+

E

b

b

U

U

,                                      (9.46)

где 
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Секулярное уравнение (9.40) принимает вид
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т.е.
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откуда получаем 
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Таким образом, исходный двукратно вырожденный уровень с энергией 
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 расщепляется на два подуровня с энергиями 
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Подставляя значения 
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где 
[image: image1799.wmf]b

— некоторая константа, которая определяется из условия нормировки:
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Следовательно, 
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где 
[image: image1803.wmf]d

- произвольное действительное число. Поскольку фаза волновой функции может выбираться произвольно, положим 
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Отсюда видно, что 
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 не зависят от абсолютной величины возмущения, т. е. волновая функция (9.45) нулевого приближения зависит только от вида оператора возмущения 
[image: image1810.wmf]U

ˆ

.
Задание

1 . Частица находится в бесконечно глубокой потенциальной яме 
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2 . Вычислить в первом приближении изменение энергии электрона в кулоновском поле ядра 
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 - распад ядра).

Тема 10. Тождественные частицы

Симметрия волновой функции тождественных частиц

Волновая функция одной частицы со спином 
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тогда 
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Пусть 
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характеризуют одну и ту же конфигурацию: одна из двух неразличимых частиц находится в точке 
[image: image1835.wmf]i
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. Поэтому волновая функция должна удовлетворять условию:
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или, иначе, две амплитуды, относящиеся к одной и той же конфигурации, могут отличаться только на фазовый множитель:
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Введем оператор перестановки двух частиц 
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[image: image1845.wmf]                          (10.5)

Мы показали, что если 
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Легко убедиться в том, что число 
[image: image1850.wmf]P

 может быть равным только 1

или −1. В самом деле:
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Установлено, что предсказания квантовой теории находятся в согласии с экспериментами только в том случае, когда на волновую функцию тождественных частиц накладывается дополнительное требование (можно считать его постулатом или законом природы): для частиц с целым спином (бозоны) число 
[image: image1852.wmf]P

 всегда равно 1, а для частиц с полуцелым спином (фермионы) число 
[image: image1853.wmf]P

 всегда равно −1. Другими словами, волновая функция должна быть симметрична относительно перестановки координат любых двух тождественных бозонов и антисимметрична относительно перестановки координат любых двух тождественных фермионов. Следует отметить, что для бозонов нет ограничений по количеству частиц, занимающих определенный энергетический уровень. Для фермионов, однако, это не так- в соответствие с Принципом Паули невозможны энергетические состояния фермионов имеющих одинаковые квантовые числа. 

Гелиеподобный атом

Рассмотрим задачу об описании состояний гелиеподобного атома, считая, что ядро обладает зарядом 
[image: image1854.wmf]Ze

 и является бесконечно тяжелым. В таком приближении гамильтониан системы (два тождественных электрона в поле точечного ядра) имеет вид:


[image: image1855.wmf]2

1

2

2

2

1

2

2

2

2

1

2

ˆ

2

ˆ

ˆ

r

r

e

r

Ze

r

Ze

m

P

m

P

H

r

r

r

r

-

+

-

-

+

=

.                                (10.8)

Решение уравнения Шредингера,
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ищем в виде:
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 поскольку гамильтониан 
[image: image1858.wmf]H
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 не содержит спиновых операторов.

Понятно, что в качестве 
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Но в соответствии с постулатом о тождественных частицах волновая функция гелиеподобного атома должна удовлетворять условию:
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или 
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Легко видеть, что удобно воспользоваться спиновыми функциями 
[image: image1865.wmf](
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где
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 В самом деле, функция 
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Понятно, что полная волновая функция обладает требуемыми свойствами, если координатная волновая функция удовлетворяет условиям:
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Таким образом, координатная функция 
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и, дополнительно, обладать определенной симметрией по отношению к перестановке координат 
[image: image1887.wmf]1
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В качестве первого шага естественно воспользоваться стационарной теорией возмущений. Для этого представим гамильтониан гелиеподобного атома в виде суммы,
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гамильтониана 
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 двух невзаимодействующих друг с другом электронов,
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и оператора 
[image: image1893.wmf]U

ˆ

 кулоновского отталкивания электронов,
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рассматриваемого как возмущение.

Поскольку 
[image: image1895.wmf]0
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 есть сумма двух гамильтонианов водородоподобных атомов, то, казалось бы,
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и 
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где 
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Таким образом, основное состояние (ground state) гелиеподобного атома в нулевом приближении описывается следующей координатной волновой функцией:
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Эта функция симметрична относительно перестановки 
[image: image1902.wmf]1
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. Следовательно,  в основном состоянии гелиеподобного атома два электрона обладают полным спином 
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Поправка 1-го порядка к энергии основного состояния определяется следующим матричным элементом:
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Мы видим, что даже при 
[image: image1906.wmf]2
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(атом гелия) отношение мало (хотя и не сильно) по сравнению с единицей. Таким образом, используемый нами подход является пусть грубым, но все же допустимым приближением.

Обсудим в этом же приближении структуру возбужденных состояний гелиеподобного атома. В нулевом приближении для возбужденного состояния имеем: 
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, что отвечает следующей координатной волновой функции:
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или, что приводит к той же энергии, 
[image: image1910.wmf]1
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, и, соответственно,
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Легко видеть, что обе выписанные функции не обладают требуемыми свойствами симметрии.

В то же время из этих функций нетрудно составить линейные комбинации, правильным образом меняющиеся при перестановке координат 
[image: image1913.wmf]1
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 и 
[image: image1914.wmf]2
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, а именно


[image: image1915.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

1

1

2

1

1

2

1

0

0

2

1

,

r

r

r

r

r

r

s

nlm

nlm

s

S

r

r

r

r

r

r

y

y

y

y

+

=

F

=

 ,                      (10.31)


[image: image1916.wmf](
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Подчеркнем, что в нулевом приближении состояния, которые описываются этими функциями, вырождены (т.е. обладают одной и той же энергией).Вычисляя, далее, поправки 1-го порядка к энергиям, получаем:
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где значению 
[image: image1918.wmf]0
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S

отвечает знак +, а значению 
[image: image1919.wmf]1
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S

– знак −.

При этом:
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Интеграл 
[image: image1922.wmf]J

 заведомо положителен, и 
[image: image1923.wmf]K

 – ”обменный интеграл” – как можно показать, также положителен. Оба интеграла по порядку величины равны энергии кулоновского отталкивания электронов в гелиеподобном атоме 
[image: image1924.wmf]a
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, где 
[image: image1925.wmf]Z

a

– характерный размер орбиты электрона в водородоподобном атоме с зарядом ядра 
[image: image1926.wmf]Ze

.

Итак, пусть в нулевом приближении один электрон находится в состоянии с 
[image: image1927.wmf]1
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, а второй – в состоянии с 
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. Можно сказать, что электроны находятся в конфигурации 
[image: image1929.wmf](
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. Мы показали, что энергия электронов, находящихся в определенной конфигурации, очень существенно зависит от того, каков полный спин 
[image: image1930.wmf]S


этих двух электронов. Расщепление между уровнями, отвечающим разным значениям 
[image: image1931.wmf]S

, имеет порядок энергии кулоновского отталкивания электронов.

На первый взгляд этот результат – существенная зависимость энергии состояния от полного спина 
[image: image1932.wmf]S

 двух электронов – парадоксален, так как гамильтониан не содержит спиновых операторов. Причина сильного расщепления состояний, принадлежащих одной и той же электронной конфигурации, заключается в том, что состояниям с разными 
[image: image1933.wmf]S

 отвечают различные симметрии как спиновых, так и координатных волновых функций. Это приводит к существенному различию вкладов кулоновского отталкивания в энергии этих состояний.

Задание

1 . Два тождественных бозона со спином 
[image: image1934.wmf]0
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связаны потенциалом 
[image: image1935.wmf](
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. Каков энергетический спектр системы?

Заключение 

В данной выпускной квалификационной работе разработана рабочая тетрадь по курсу «Квантовая механика» в соответствие с государственным стандартом подготовки учителей физики и информатики по специальности 050203.65 «Физика» с дополнительной специальностью 050202.65 «Информатика».

Представляется, что представленный в тетради материал позволит студенту эффективно освоить курс квантовой механики, получить представление о процессах протекающих на микроуровне, способах их описания, навыки практических расчетов. Разработанный  материал будет полезен при изучении курса «Физика атомного ядра и элементарных частиц», «Физики твердого тела», «Статистической механики», спецкурсов по современным проблемам физики.
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